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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的髙等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说,从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国髙级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断,更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. . 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初,在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一 
些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到髙等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论，大家一致 认为: 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提髙数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由髙等教育出版社组 
织出版的. 



《俄 罗斯数学教材 选译》 序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为 
主,也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用,并起着深远的影 
响,无疑值得庆贺，特为之序. 

李大潜 
2005年10月 




第二版序 


我们在本版中摘录了奥丽迦 • 阿尔先尼耶夫娜 • 奥列尼克写于1976年、当年 
由莫斯科大学出版社出版的本教科书第一册的序.奥丽迦 • 阿尔先尼耶夫娜本来计 
划写作本教科书的第二册 一 双曲型偏微分方程及边值问题理论.然而，由于一系 
列情况，写作第二册的工作没能完成.莫斯科大学力学数学系微分方程教研室的同 
事们在奥丽迦 • 阿尔先尼耶夫娜逝世后，依据 O . A . 奥列尼克在莫斯科大学力学数 
学系多年来讲授必修课程偏微分方程论课程的讲义提纲,承担了完成教科书的任务. 
A . K ). 高里茨基， E . B . 拉德凯维奇， A . C . 沙玛耶夫参加了这项工作.结果是 O . A . 
奥列尼克所写的教科书，补充了如下 部分： 柯瓦列夫斯卡娅定理的证明，非齐次弦振 
动方程的混合问题，波动方程的柯西问题以及对称双曲组理论.应当指出，虽然这些 
内容不是奥丽迦 • 阿尔先尼耶夫娜亲自写的,但是与她讲授过的偏微分方程基本课 
程讲义的内容是极为接近的. 

本版的排版是由 A . C . 高洛得茨基， T . O . 卡布斯金娜 r. A . 切契金用 TEX 排 
版系统完 成的； A . B . 波洛夫斯基赫 B . A . 康德拉季耶夫与 O . C . 罗赞诺娃阅读了 
全文并提出了一系列有价值的意见. 

微分方程教研室全体同仁深信本版将会在高校大学生的“偏微分方程”专业的 
教学过程中得到使用，并且成为对奥丽迦 • 阿尔先尼耶 夫娜. 奥列尼克院士的最好 
的纪念——她是杰出的数学学者、卓越的教师、细心的领导者，一位坚毅、富有同 
情心、仁慈的人. 


A . C . 沙玛耶夫 



第一版 序节录 


本书的第一册是作者近年来在莫斯科大学力学数学系为三年级大学生讲授的课 
程的扩充.在本课程中介绍偏微分方程理论的古典与现代基础性的部分.书中收入 
了泛函分析、广义函数理论与函数空间理论方面的知识. 

本书评论者. • K ). B . 叶果洛夫教授、 H . B . 叶菲莫夫教授, A . C. 卡拉什尼柯夫 
副教授. 

“偏微分方程”课程，在莫斯科大学力学数学系是在第五和第六学期讲授，与“分 
析 IIF 课程平行进行，后一课程中讲授函数论与泛函分析基础，这对于“偏微分方 
程”课程是必要的.“偏微分方程”课程的特点与此相关，本书《偏微分方程讲义》正 
是此课程的扩充.教程分为两个部分. 

第一部分主要叙述拉普拉斯方程、热传导方程、波动方程作为三种基本类型的 
偏微分方程的最简单的代表的基本事实.勒贝格积分、函数空间与广义函数仅仅应 
用于某些个别定理,这些定理在读者第一次阅读时可以略去.例如，外尔 （ H . Weyl) 
引理、拉普拉斯算子与热传导算子的亚椭圆性定理、有关基本解的定理就是这样的 
内容.第一章（绪论性的一章）包含分析学和广义函数理论的一些知识，它们在教程 
的第一册要用到. 

作者感谢 T. 几文特策尔、 r. A. 约希费扬和 A. C. 卡拉什尼柯夫，他们通读 
了全稿并提出了有益的建议，同样要感谢 M . r . 尼洛娃对书稿所做的装帧工作. 
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第 1 章辅助命题 


1.1 符号.分析中的一些命题 

我们引人今后要用的一些符号.其中大多数是通用的. 

设 X = ㈨ ，… ，〜） 是实 n 维欧几里得空间 R 2 中的点，对这个空间中的两个 
点 x = ( xi , ••- , x „) 与 a: Q = ( x ?, •• - 考虑数量积 

(a: ， x°) = ^a^ 

以及两点间的距离 

|x - X 0 卜 

一般地，对任意两个集合4与 B 有如下一些 表示： AcB 表示集合 Z 包含在 
集合 B 中； 乂 n S 表示集合4与 S 之交，即它们公共元素的 集合; A \ B 表示不含于 
集合 S 中的集合 A 的元素.用0表示空集. a €> l 表示元素 a 属于集合儿 

如果点集 A C R 2, 那么用 J 表示集合4的闭包，即4的所有极限点的集合. 
K ? 中的开连通集称为区域，表示为 a 如果对于所有的点 x e n 成立条件 
| x | < 中 m 是某一常数,那么称区域 n 是有界区域.区域 Q 的边界记为沉2, 

即如 = mf | x - y | 称为空间孵中两个集合 A 与 F 的距离，其中 X e 义 ， y € 5. 

应用花括 | V {;} 表示欧几里得空间中的集合 A 是方便的，其中在分号 “;” 前写 
出该空间中属于4的点的坐标，而在 “;” 之后指出确定该点是属于集合>1的点的 
坐标的条件.于是，例如， { x ; | x - x °| < R } 定义了中心在点/、半径为 i ? 的球.今后把 
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这样的球记为 Q #. 而= {X; |x - x G | =叩则表示中心在/，半径为 R 的球面. 

我们用 R^ k 表示 m +* 维空间 { x , y; xe R^,y e 啤}.设 A c RJ,S c Mj. 
那么 Ax B = {x,y\ x € A,ye B}. 

在第 4 章将考虑欧几里得空间 R^.t 1 = {M; xeR^ y te RJ}, 其中“时间”坐标 
t 特意分出来. 

若定义在集合4的点 x 处的函数 /(x) 在集合4所有内点处有直到 k ( k ^ l ) 
阶的连续偏导数，且这些偏导数可连续延拓到 4 上，则函数 /(a:) 属于 C fc M ) 类 （简 
记为/ e C k { A )). 若函数/⑷在集合4的所有点连续，则/ e C Q ^4) .且 C °°( A ) 
表示对任意 m 彡 1 属于 C- ⑷的函数类.设 >1 e R^t 1 = (x!,..- y x ni t). 若函数 
/(At ) 在 A 的所有内点处对 x 有直到 fc 阶连续偏导数 | 对《有直到 m 阶连续偏导 
数，且这些偏导数可连续延拓到>1上，其中 A: > 1， m 彡1，则说属于 C k ^( A ) 
类; 

现在引人定义在 Q 上的函数 /(:r) 的支集的概念.设 K 是 n 中这样一些点的 
集合,/⑷在 K 中每一个点的某个邻域中等于零.那么集合 Cl \ K 称为函数/⑷的 
支集 , 并记为 su PP / •用 cg °( n ) 表示 Q 中无穷次可微、具有紧支集的函数的类.这 
样的函数称为具 有紧支集的函数或试验函数 .若 n 是有界区域，则 cg ° ⑼类中的 
任何函数无穷次可微且在区域 fi 的边界的某个邻域中屈于 n 的点处变为零.若 
n = R2, 则 CF 类中的函数 /Or) 在某个有限区域外等于零，并在任意点X处无穷 
次可微. 

我们用 L p (n)， p 多 1 ， 表示在 n 中定义的且满足 

J \u{x)\ p dx < oo 
n 


的可测函数 1X(4 的类. MQ) 中的函数 U(:c) 构成具有范数 ||u|| Lp(n) = \u\^dxj 

的巴拿赫空间（参看 [1]). 若对于任意区域〜有区域 A C 对给定:£ n 上的可 

测函数 有 

J \u{x)\dx < oo, 

则函数 i^Or) 称为局部可和的. 

我们将说区域属于类， A: 彡1,若对于任意点： r G e 沉2存在整数 U 彡 U n, 
及区域 Qf , p 为常数，使得 dQ D Qf 的点位于超曲面 


x l = M 工 U …••- ,x n ) 


上， 同时力 e C k ( gi )， 其中切是 函数力 的自变量的变动区域. 
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今后我们同样考虑“分块光滑”的区域，它可以用光滑区域来近似.现在来给 
出准确的定义.我们将说，区域 n 属于护类， a ： > 1，若存在如下区域的 序列: 
€ A k , fi m C n, n m C 且当 m oo 时 

J dx 0 y J dS —♦ 0, 

n \ n m an m \aa 

其中必是曲面 dn m 的面积元素.对于 / k 彡1的，类区域，同样对 fc 彡1的妒 
类区域，高斯-奥斯特洛格拉茨基公式成立,这个公式是在分析教程中证明过的，我 
们把它叙述为下列形式.设函数 〜⑷， j = 1,." , n , 属于⑺⑥）类，$7 e #或 
SleB k } !/ = (〜•••， l / n ) 是如的单位外法向量.则 


It 



Li 


Uji / jdS , 


( 1 . 1 ) 


其中 必是如 的面积 元素. 由公式 （1.1) 可推出如下的分部积分公式，这一公式常 
常在偏微分方程的理论中应用.设 U ( a 0 € (^( n ) 及 v ( x ) e (^( n ), n G 妒. 那么 


卜备产=一 ]^盖产 + J UVl/ldS . 


an 


( 1 . 2 ) 


公式 （1.2) 可由髙斯-奥斯特洛格拉茨基公式 （1.1) 中当 j # Z 以及叫=⑽时令 
Uj = 0 得到. 

我们将要应用有关在区域中的连续函数族的相对紧性的阿尔泽拉定理.用 JT 
表示给定在 n 中的函数/⑷的族.若对于所有 xen 及对于所有/ e 7有 


|/( x )| 其中 m > o 是常数， 

则称族7在 n 中一致 有界. 若对于任意 e > 0存在 J > 0,使得对任意函数 
对所有满足 \ x - x °\^6 的点: c ，/ 有 

1/⑷- /( 工 0 )1 G ， 

则称族 J •在 n 中等度连续. 

定理1 (阿尔泽拉）如果给定在有界区域 Q 中的函数族： T 是一致有界并且等 
度连续的，那么由此族中可以选出在 f ] 中一致收敛的函数序列. 

此定理的证明可以在[1】中找到（见§ 2.7). 若区域 n 中任意两点 Y 与 rr 〃可用 
位于 fl 内之折线联结，此折线之长不超过 AH〆 - rr 〃|, 其中 AT > 0为一常数,则在函 
数 /( a :) € 7的一阶导数族在 fi 中一致有界的条件下，函数 /( z ) 的族7等度连续. 




这可由下述 得出： 对位于某属于 n 的线段上的任意两点 〆 与 rr "， 按照拉格朗日公 
式有 

其中 0 是位于这线段上的点，因此 

其中从 == sup . 

fc.n dx k 

现在证明在本教程中将要用到的一些不等式. 

1.1.1 赫尔德 ( Holder ) 不等式 

设数 p 〉 1 . // = 一 ^ 7 . 于是有 

p — 1 • 


P P 7 


(1.3) 


若 S = t ^\ t >0, 则 t =所以对平面 （ t ， S) 上的任意点 ^0, 
有 

“ s \ 

Sit! < A p - X dt-h / S P， ^ l d3, 


或者（参看图 1 . 1 ) 




(1.4) 



n 中这样的可测非负 函数： 

|ti(x)| p dx = 1, J Is^x)!^ = 


(1.5) 
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那么，对 n 积分不等式 （1.4) 并考虑到关系式 （1.3) 便得到 

Jti { x ) si { x)dx ^ 1. 

Q 

其次，若 u ( x)e Lp ( fi ), v ( x ) € 则函数 

“一、 _ W ； r )| ，二、 _ \ v ( x )\ 


(1.6) 


h ( x ) 


了， 5 i ( x )= 


I \ u ( x)\Pdx 


1” ( 工 )1 

| v ( x )| p’g 



满足条件 (1.5), 所以不等式 （1.6) 成立.因此 


\ u { x )\\ v { x)\dx ^ \ u ( x)\ p dx 




\ v ( x)\ p, dx 


(1.7) 


不等式 (1.7) 称为赫尔德不等式.如果 p = 2与 〆 = 2,那么不等式 （1.7) 具有 
如下 形式： i i 

f |«( x )|| v ( i)|dx < | u ( x)| 2 dij ^ J | u ( i)| 2 dij . (1.8) 

不等式 （1.8) 称为柯西-布尼亚科夫斯基不等式. 

1.1.2 弗里德里希斯 ( FViedrichs ) 不等式 


设 u ( x )£ C l { U ) 且在上 u { x ) = 0. 那么 




(1.9) 


其中常数 C 仅与区域 fi 的范围有关. 

实际上，设 fl C { x ; | x | < R ) } R >0 为一常数.当 a : € R ? \ Q ，令 w = 0,就补充 
定义了 u 在 H 外的值.于是 




由此等式，应用柯西-布尼亚科夫斯基不等式，便得 

, u ( i )|2< /|£ t | dxi / dxi ^ 2 i ? /| ir | ^ 

-R 一 R -R 

/啡 ) i 2 以沾 ! 

^ R^r 1 - R « 户 1 3 

在以后还将证明，弗里德里希斯不等式对更广的函数类 成立. 




1.1.3 非负函数的导数的估计 


对任意的、给定在所有的: r 值上并属于 C 2 ( R l x ) 的非负函数 咖 )，成立下述不 


等式: 




咖). 


( 1 . 10 ) 


实际上,假定不等式 (1.10) 在某点: r G 不成立.这意味着 


却( X 0 ) 




咖°)， ^(^°) ¥= 0. 


( l . ii ) 


I — I i I — 1 ) 

考虑点 x 1 = x ° - 2^( x °) 那么根据泰勒公式 

^( a : 1 ) = yj ( i °) - 2 y >( i °) h 、 + 2|咖 。 )| 


( p ( x x ) =- v ?( x °) 1- 


因为依照假设在点 rr G , 不等式 (1.11) 成立，那么 


- ， 

d^)Y l d !£ ^) +2Mx 0 )l 2 

ax J ax \ ax 

r 響. 

» « 


chp(x°) \ ~ 2 (Pip(0) 
dx J dx 2 


- Mx °) ( 


d ^( x °)\~ 2 ( PipjO ) 
dx ) dx 2 


> 0 , 


因此 ^)<0, 这与对所有 : r e Ri 有 ^( x ) ^ 0 的条件矛盾. 

1.2 磨光函数.广义导数 

当 x € R 2 及 A e RL /I > 0,给定的函数 w h { x ) 若满足下述条件，则称为磨光 
核： 

1. 对任意 ft > 0, w h {x) 6 C °°( R 2); 

2•当 | x | > ft , w h (x) = 0; 

3 . 在 内 w h ( x ) ^ 0; 

4. 对任意 /i > 0, / Wh{x)dx = 1. 


函数 


^( x )= 


Ce , 当 | a ;| < A ， 


当 | x | > h . 


( 1 . 12 ) 



是磨光核的经典例子，其中 
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C = ^\I elv]i ~ ldy ，= 0/; M < i }. 

b? J « 

容易验证，函数 （1.12) 满足条件 1 〜 4. 显然，对任意 h >0 } w h ( x ) € CS °( R ^). 
设 W ⑷是褶中局部可和函数.函数 

u h { x ) = J Wh { x - y ) u ( y)dy (1.13) 

R S 

称为 u { x ) 的以 ft 为磨光半径的磨光函数如果函数 u ( x ) 定义在区域 fl 中且 w e 
L l ( Q ) 1 那么当定义 tx(:r) 的磨光函数时要假设在％ \ Q 时 uOr) = 0. 容易验证 
u h { x ) € 因为积分 （1.13) 可以在积分号下对 x 进行任意多次微分. 

定理 2设 Q 是 R 2 中的有界区域. 

1. 如果 u ( x)e ⑼ 并在区域^外 为零， 这里 A c n, 那么当 /I < s f u h ( x ) e 
cg °( n),s Ash 与 如之间的距离， p 彡 i. 

2. 如果 u ( rc ) 在 n 连续，在 an 上为零，那么在 n 内当 /I — 0时 u h { x ) u ( x ) 
一致地成立. 

3•如果 u ( x ) € L P ( Q ), p 彡 1，那么 || u ,4 ||£, p ( n ) < IMlL p ( n ), 且 IM - w | U p ( n )— 

0(ft — 0). 

证明 1 .因为 

/(:)=/ Wh ( x 一 咖⑼办， 

那么对于距离边界不超过5 - /I的点 x € 当 |:r - y| < /I时 u(j/) = 0,因此 
积分 u h ( x ) 的被积函数 w h ( x - y ) u ( y ) 等于零 • 所以对于这样的点 x 及 h <5 有 
u h { x ) = 0. 

2.设 u(:r) € (7°(?1),在 R2 \ 内 u = 0.那么 

卜打⑷ 一 u { x )\ = J w h (x — y )[ u { y ) - u ( x)]dy 

R; 

< sup |u(y) — u(rr)|, 

①“磨光函数”与“磨光核”分别译自俄文的 “cpe«AHHe (JjyHKHHH” 与 “flApo ycpe^HeHUfl”， 这一- 
译法是依照《广义函数与数学物理方程》(齐民友、吴方同）一书.国内有关书中也称这一作法为 
“函数的正则化”. 一 译者注 


并且最后的不等式右端当 ft — 0时，由于函数 u(：r) 在 n 上的一致连续性，对 a； 
致地趋于零. 

3•设 u ( x)e L p ( Sl ). 又设在 n 之外 u ( x ) = 0. 那么，当 p > 1时 

^ J w h (x - y)u(y)dy < J | 叫(工 - 2/)| 卜 ☆ |u(y)|dy, 


其中 g p = 1. 应用赫尔德不等式 （1.7) 于上式最末的积分，得到 


因为 


于是 


卜九 ⑷I < / m(x — y)dy 



m(x — y)\u(y)\ p dy 



^h(x- y)\u(y)\ p dy 


J y)dy = J w h (i])dri = 


II ^ IUpCRs ) ^ 



w h{x - y)\u{y)\ p dy dx 


= / 卜 ( 2 /)l P / ^h(x- y)dxdy = ||u|| Lp(n) . 


如果 p = 1，那么 

l^(^)l ^ J^h{x - y)\u{y)\dy, 

R ? 

II^IUjCr-) = J \u h (x)\dx ^ J |u(|/)| J w h (x — y)dxdy 
= 

众所周知，对任何函数 zz(a:) e L p (fi ) 及任意 e > 0 , 可以找到连续函数 v ( x ), ® 
得 I 卜-叫 Il pW < e 且 ”0r) 在区域边界沉 2 的某个邻域中等于零.依照三角不等式 

I 卜九 一 ^||L p (fi) ^ ||^ - V h \\L p ((i) + ||^- V || Lp(n) + || V 一 u|| Lp(fi) . 
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因为 W - ^|| L P (0) < ^以及根据前面所证明的 

l|W - = ||(^- W^llLpCn) < 11^- ”lk p (n) < e ， 

如果 /i < Ao 而 / io 如此之小,使得连续函数 v 当 h < ho 时满足不等式 | b -^|| L p ( n ) < 
e 、 根据定理的论断2,这样的 / i Q 是存在的，于是就有_ ^|| L |>( n ) < 3 e . 

这样一来，定理2便证明了 . . □ 

定理3 设尺是 n 中的紧集，则存在这样的 Co °°( n ) 类函数 < p ( x ) : 0 < w 彡1， 
且在尺的某个邻域中 ip ( x ) = 1. 

证明设化是与 K 的距离不超过 n 的点的集合,设0 < 3 e < J ， 其中 (5 是凡 
与如之间的距离.令在上 u ⑷=1,在％ \ / C 2e 内 u ( a :) = 0. 那么，可以取函 
数 

沪 ⑷ = J 切 e(x — y ) u { y)dy 

作为 p ( x ), 因为在&上 u ^ x ) = 1,而在区域 n 的边界的某个邻域内 u e ( x ) =0. □ 

定理 4 (关于单位分解） 设尺是 R 2 中紧统，又设有区域 fii ,. . , n N , 使得 
K C ( f 2 iU .-- un N ). 那么存在这样的函数 (^( X ), j = 1,…，％ 有€ 0 §°(^), ifij ^ 

0,在 M 中 f ： 朽( X ) < 1，在 A ： 的某个邻域中 ^( x ) = 1. 
i=i j=i 

证明容易看出，可选出紧统化 ， j = 1,…， AT , 使得杓 C %并且尺 C ⑻ U 
… u k n ). 根据定理 3 ,存在函数 姑 x ) e 使得在的邻 域中％ = 1,0< 

^ j ( x ) < 1•令 . 

= 分 1，... ，Wj = A(1 — 分 1)...(1 一 外 -1 )， j = 2 、 … 、 N. 

于是 

N . 

朽 (工） = 1 一 （1 一必 1) + 分 2( i —診 1) +…+ 如(1 —矽 1) … （1 一 ^ n - i ) 
i=i 

=1 - (1 一咖） … （1 — ip N ). □ 

现在引入广义导数的概念.这一概念在偏微分方程理论中起重要作用.它以合 
理的方式拓展了偏微分方程解的类，为解边值问题而引出了泛函分析的概念与方法. 
广义导数的概念早在广义函数理论创立之前就引人了，它在 C . JI . 索伯列夫的工作 
(参看 [8 ] 中的应用）和 K . 0. 弗里德里希斯的工作中，首先被系统地用于偏微分方 
程的研究. 

在引人广义导数的形式定义之前，先引入一些熟知的关系式，以说明这样的定 
义是自然的. 



引入一些今后方便于应用的 记号. 设 a = ( a x ,... , a n ) 是（多）重指标，其中 
f = 1， • • • ， n , 是非负整数， | a | = Q1 +…+ an . 还有下述表示： 


巧， J= \ 


V Xj = = 当 |a|=0，P?u = u. 

显然， |a| 是导数 V ^( Q ) 的阶. 

如果函数属于 CHf2) 类，那么对任意函数 p e Cr(i7)， 按照分部积分公式 
(1.2) 有 

/ =一/ ( 114 ) 


如果 tz ( rr ) e C k ( Q ), 那么应用分部积分公式 A 次，则对任意函数 C 0 °°( fi ), | a | ^ / c , 
得到 

J(p(x)V^u(x)dx = (-l) ,a, Ju(x)T>^tf(x)dx. 
n q 

上述等式,在连续导数 PJti 可能不存在的情况下，自然地可作为定义广义导数的基 
础. 

«中局部可和的函数 v(x) y 若对 n 中函数 u ( rr ) 及任意函数 ip(x) € ⑼成 
立如下等式 •. 

J v(x)ip(x)dx = (-l) ,a| J u(x)V^(p(x)dx, (1.15) 

n n 

则函数 <: r ) 称为中函数 tx ( rr ) 的广义导数，并记为 t ; = V ^ u . 我们来证明，满足 
关系式 (1.15) 的函数 v(a:) 是唯一的.假设存在两个函数 仍⑷ 和 v 2 (x) 它们对任意 
函数 e CS °( n ) 满足等式 （ 1.15). 那么将与它们相应的等式 (1.15) 相减，得到对 
^ - t ; 2 的等式（当任意的 e C 0 °°( fi )) 


V ( x )( f ( x)dx = 0. 


(1.16) 


设仏 C 我们来证明在区域 R 中几乎处处有 V{x) = 0.设5是％与如间的距 
离.考虑函数 V(x), 它在 n 中那些与距离小于 | 的点处等于 V(x), 而在 ㈣ 中 
其余的点处等于零. 

在等式 （1.1 6 ) 中取 +) = w h {y - X), 其中 2/ € A , ft < f 那么，由等式 （1.16) 

推出当时 V h ( y ) = 0. 如同在定理2中所证明的，当 fc — 0时 

110 — Ak (n) — 0,因此当 ft — 0时||0 - F || Ll ( ni ) ->0. 由此推出，在％中几乎 
处处成立 F = 0, 这就是所要证明的. 

由上面所说的 推出： 如果? x(aO e C fc ( n ), 那么 u ( rr ) 在 n 中有与通常导数重合的 
k 阶广义导数.还要 指出： 与古典的导数定义不同，由 (1.15) 式定义的 | a | 阶广义导 
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数与更低阶的广义导数无关.考虑区域 n = { x ll x 2] \ x l \< l ,\ x 2 \< l } 上的函数 

u(x u x 2 ) = /(: 1 ) + /(: 2 )， 

其中 /( S ) 是在闭区间 | S | < 1上任何一点都不存在导数的魏尔斯特拉斯函数.显然， 
函数 u ( x u x 2 ) 没有导数 V Xl V X 2 u , 因为 u ( x u x 2 ) 没有一阶导数.容易证明，在 fi 中 
形如 V Xl V X 2 u 的广义导数存在并等于零.实际上对任意 ype C 0 °°( fi ), 

o = / (/( a ) + ,( X 2 )) g 二二士 必 2 , 
n 

因为 

l l 

J f { xi ) V Xl V X 2 ipdxidx 2 = J f ( xi ) J V X 7 V Xl ipdx 2 dxi 

Q 一 1 -1 

l 

=J - V Xl tp ( x u - l))dxi =0, 

-l 

同样可得到 

J f(x2)V Xl V X2 ipdxidx 2 = 0 . □ 

n 

定理 5 设 u ( x ) e L x (n) 且存在广义导数 v^ue Li ( fi ). 那么对任意的区域 
使仏 c n , 以及任意的 h<s, 其中6是％与如之间的距离，成立下列 等式： 

V ^ u \ x )^{ V ^ u ) h { x ), xeQi . 

证明根据 W 的定义有 

V ^ u h ( x ) = J V ^ w h {x - y ) u ( y ) dy . 

因为当 x e R h < 6, V ^ Wh{x - 2 /) = {- iy al V ^ Wh{x - y ) 且 w h (x 一 y ) G Cg ° ⑼， 
那么根据广义导数的定义得 

T ^ u \ x ) = J (-1)问 { V ^ w h (x - y )) u ( y)dy 
R ? 

= f 叫卜一 y )^ yU { y)dy = { V % u) h ( x ). □ 

R S 

定理 6 设 ix ( x ) € Li ( fi ) 并设在 n 中广义导数 V Xj u = 0, j = 1, …， n ， 则 W 在 
n 中恒等于常数. 
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第 1 章辅助命题 


证明设区域 ni C a 根据定理 5, 在任意这样的区域仏中当 /I < &有 
V Xj u h = { V Xj u) h , j = 1，…， n . 所以当 h < (5, 在^中 W G ，其中 Q 为常数. 
依据定理2,在4(仏）的范数意义下当 A — 0时 W — u . 因为当 ft — 0时常数 G 
应收敛于常数 C ， 所以在 ^中 u = C .但^是 f2 中的任意子区域，所以在 fi 中 u 
为常数. 口 

1.3 广义函数理论的基本概念与定理 

广义函数的基本定理是在莫斯科大学力学数学系的“分析 III ”（“泛函分析”）课 
中讲 述的. 在这里，为了方便读者，我们引述广义函数理论的基本概念与定理，这些 
在下述各章中要 用到. 为了更详细了解广义函数理论，建议读者参考 [ lj 〜 [91 这些 
书. 


1.3.1 广义函数空间 D \ il ) 


在 n 中具有紧支集的、在 n 中无穷次可微的函数的线性空间称为 n 中的基本 
函数空间，通常记为 D ⑼.（在 1.1 和 1.2 节中我们把这个函数类记为 C §° ⑼ .) D ( Q ) 
中函数序列的收敛性以下述方式定义.说函数序列朽€ D ( Q ) 当 j — oo 时收敛于 
函数# € D ( fi ), 若以下条件 成立： 

1 ) 对任意重指标％当 j — oo 时序列在 J 7 中一致 成立； 

2 ) 存在紧统 KC ^ 使得所有函数％的支集都属于 

基本函数空间 D ( il ) 上的连续线性泛函 ueD f 称为广义 函数. 换句话说，每一 
个函数 War ) e D ( Sl ) 都对应着一个复数使得下述条件 成立： 

1 ) 如果灼€ V2 € W Ax , A 2 是任意复数,那么 

(u, Xiifil -f- A 2 ^2> = Ai(u,<pi) 4- A 2 (u,<P2) 


(泛函的线性性质)； 

2) 如果 j — oo 时朽 — 0是在 D(fi) 中基本函数序列收敛的意义下成立，那么 
j — oo 时 〈u,%》— 0 (泛函的连续性). 

如果定义广义函数 W 与 u 2 的线性组合(其中与为常数）为 
这样的广义函数 T/ e ZT(f2), 使得对任意 p 有 

(Ml^l +M2U 2 ,«/>) =/xi(ui,(,p) +/i 2 (u 2 ,^>, (1.17) 

那么所有广义函数 u e zr (⑺的集合构成一个线性空间.容易验证，由 (1.17) 式定 
义的泛函满足对广义函数的条件 1) 与 2). 

在广义函数空间 D'(n) 中以下述方式定义收 敛性： 对于序列七€ zr(n), 若对 
任意函数 p € D(n)， 当： / — oo 时 { u h 响— <u^), 则说序列巧当:; • 4 oo 时收敛于 
广义函数 tz € D ; ( n ). 
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对 J2 中每一个局部可和函数若令 

〈 IX, ^) = J u { x ) ip ( x ) dx , (1.18) 

n 

则每一个局部可和函数 tx 都对应于一个广义函数.同时，这个广义函数又是被泛函 
(1.18) 唯一确定的， 因为若 f u ( x ) ip ( x)dx = 0对任意 y ? € D ( f 2) 成立，则在17中= 0 

几乎处处成立. ^ 

狄拉克的5函数 

• (^<^) = v(o) 

是 D \ K ) 中广义函数的重要例子,把它记为 6( x ). 容易看出，用 1.2 节中定义的磨 
光核给定的函数 w hj ( x \ 当~ — 0 时，在中广义函数收敛的意义下收敛于 J 
函数.事实上根据 1.2 节中的定理2,当~ — 0时 

{ w hj { x ), ip ) = j w hj ( x ) if ( x)dx = W 〜⑼ — p (0) = 

在 D f ( R ^) 中收敛意义下收敛于 <5 函数的函数序列被称为 J 型序列. 

若对于任意# e zr ( n ) 中的广义函数 w 与 u 2 有 

则说广义函数 w 与 u 2 在区域 fh c n 相等. 

广义函数 IX e D \ Q ) 的支集 是指： 属于17的这样一个集合,它不含有在其邻域 
中使 u 等于零的点 . u 的支集用 supptx 表示. 显然, <5( a :) 的支集是点 x = 0. 

容易证明，若 p (: r ) e D { il ) 并且它在广义函数 u € D f ( Q ) 的支集的某个邻域 G 
中等于零，则〈％ W = 0. 事实上，考虑 supp ^. 这是一个紧集，它的每一个点都有邻 
域,使得在其中 u = 0. 由此邻域的集合可选出集合 supper 的有限覆盖.构造与集合 
suppyj 及与所选覆盖相应的单位分解. 对于 : r € suppy ? 得到 • 

i=i 

这里 rPj ( x ) e P ( n ), j = h …， N , 对于每个 i , supp ^ 位于 n 的某个点的邻域中，在 

此邻域中 u = 0. 所以有 p 且 

i=i 

〈 u ， p 》 = 工切〉 =切 > = 0. 
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对任意广义函数 u € D \ n ) 可以定义它的导数.对于 C \ Q ) 类的任意函数 U 成 
立的关系式 (1.14) 可以作为这个定义的基础. 

若 U 6 D f ( n ), 则它的导数 V Xj u G D f ( Sl ) 可由等式 

( V Xj u , ip ) = -( u , V Xj ( f ) 

来定义.由此可得出 

<%¥〉= (— 1 ) 1 ，， 

根据 （1.18) 式， 若广义函数 u 对应于局部可和函数 u ( x ) 且广义函数 U 的导数 
V % u 同样对应于局部可和函数 v ( x \ 则函数 u ( rr ) 有 1 . 2 节定义的意义下的广义导数 
V^u = v . 

对 u e 辽⑼及 a ( a ：) e 可以按公式 

( au , ip ) = ( u , atp ) (1.19) 

来定义广义函数 au . 

容易验证，等式 (1.19) 的右边定义了 D ( S }) 上的一个连续线性泛函. 

1.3.2 广义函数的直积 

设 u ⑷€ v ( y ) e ^( R -). 我们现在来定义 O ' ( R ^ m ) 的广义函数如下， 

它称为广义函数 u ⑷与 t ;( 2 /) 的直积 u { x ) v { y ) y 即对任意函数 ip ( x , y)GD ( R 以，令 

{ u { x ) v ( y ),^ p ) = ( u ( x ), ( v { y ), ( f ( x , y ))). (1.20) 

我们来证明，等式 (1.20) 的右边有意义并且确定了 D 上的一个连续线性泛 

函.这可由下述引理推出. 

引理 1 如果 |； 0 /)€汀( 1 ^)，外 那么函数 矽⑻= 卜⑼# (工^)〉 
属于空间 D ( R ^) 且对任意重指标 a 有 

V ^{ x ) = ( v { y )^[ x , y )). 

同时，若在 Z ? ( K ^ m ) 中当 fc — oo 时 c ^( x ， y ) — 0,则在 D { R ^) 中，当 fc — oo 时 
♦k = (v,ipi) -*0. 

证明因为 P G D ( R2 ； T ) ，那么当 W > iW ，这里 Af 是某个常数 ，有 〆 2 ：, y ) = 0 . 
所以当 H > M 

仏 ( x ) = ( v ( y ),^( x , y )) = 0 . 

因此函数 ^{ x ) 有紧支集.设当 * — oo 时 W — z 0 . 我们来证明当 k ^ oo y 从 x k ) — 
显然，当 fc — oo 时在 D ( R ；) 的意义下 ip ( x k , y )^ ^( x °, y ). 所以当 fc — oo 时 

= (v(yh(p(x k ,y)) (v(y)y(p(x°,y)) = tp(x°). 




广义函数理论的基本概念与定理 


由此得出 rp ( x ) 的连续性.设 Ax = ( ft , 0, • • • ，0)，那么 

Ax) - j ){ x ) = 〈 ” 匕） (f(x + Ax , y ) - ip ( x , y ) ^ 

因为函数 + Ax , y ) - ^( x , y )] 对固定的 a ： 与 A 属于 D ( R -) 且当 /i — 0 时在 
D ( R -) 中收敛的意义下收敛于 篆 ，那么 

limi[^(x + Ax )- V -( x )] = ^- = ( v ( y ), ■ 

正如前面证明的， ( v ( y ) y ^^^ mx 的连续函数.类似地可证明导数 #， j = 

2, …， n 的存在性与连续性,以 1 及更髙阶导数的存在性与连续性.于是训 a :) eD ( R ^). 
设当 * — oo 时，在 D (孵7)中外 ( rr ， y ) — 0. 由此推出，对所有的 * 及 | a :| > M 有 
^ kiXyy ) = 0,其中 Af 是 常数. 所以对所有的 A : 及 | z | > Af , 7 pk ( x ) = { v { y ),^ Pk { x , y ))= 
0. 现在我们来证明，对任意的重指标 a 在 R 2 中 V ^ k ( x ) 0 一致地成立.假设 
不然 .. 设存在这样的点列使得对 j = l ,2,...| P ^( x fc O | > £ > 0 ( e 为常 
数).因为 | a ^| < M , 那么点的集合有极限点从点 : r fc > 的集合中选出当 
V — oo 收敛于 rr G 的点列那么当^ - oo 时在 D ( R ^) 中函数收敛的意义 
下 VW . ( x k \ y ) ^ 0. 所以当 — 0时 V ^ k ，( x k, ) = ( v { ylV ^ k ，{ x k \ y )) 

0,但这与 \ v ^ k ， ( x fc/ )| > £ 矛盾. 这样一来，我们便证明了，若在 D ( R ^") 中 
Pfc ( x ，2/) — ◦, 则在 D ( R 2) 中 Mx ) -> 0. ' 

从引理 1 推出 ( v ( y ) Mx , y )) e D ( R 2), 所以 ( u ,( v yi p )) 有意义•泛函 (1.20) M 
P 的线性性质是明 显的. 其次，若在 D ( R ^ m ) 中当 * — oo 时外 ( rr ,2/) -> 0,则 
根据引理1,在 D ( R -) 中当*: — oo 时， M 2/),^( x ,2/)) ^ 0,所以当 A : — oo 时 
{ u ( x ) } { v { y ) lt p k { x iy ))) ^0, 即泛函 (1.20) 连续，因此定义了 D ' { K + y m ) 中的广义函 
数. ’ □ 

现在来建立直积 tx ( rc ) • v ( y ) 的某些性质. 

I . 直积 t /( x ) • v ( y ) 是可交换的： 

u ( x ) • v ( y ) = v ( y ) - u ( x ). 

证明设 ip ( x ， y ) G D ( R = m ) 且当 | x | 2 + M 2 > i ? 时 y ) = 0,其中 > 0 
是常数 • 在区域 Qi = { x , y \ \ xj \ < 2 R , j = 1 ，… , n , \ y a \ < 2 R t s = 1，…， m } 中 
函数 ^{ x , y ) 可以表 成在^ 中一致收敛的傅里叶三角级数，此级数可以逐项微分任 
意多次，因为 (fiED ( R 巧 m ) 且 suppp C 仏•设 7 p N ( x , y ) 是这个级数的前 iV 项和， 
办）€ C ^°( R 2)， 当 |工| 彡 时你） =1，当 | x | > 2 i ? 吋 e ( x ) = O . rjiy ) e C ^°( Rf )， 
当 |2/| 彡 fi 时，咖） =1, 当 | y | > 2 ft 时 rKy ) = 0. 那么对任意 N > 0, ^ N { x , y )= 



Mx )y ^(x)rj{y) e D (R^^) 且当 iV — oo 时， M — W 在 D (K^ m ) 中收敛的意 
义下成立.显然 ^PN(x,y) = o.j(^)bj(y), 其中 ^(x) € DiR^^jiy) G D(R^), j = 


N . 我们有 


㈣• 咖 ) ，咖， y)> = ㉟ Ju ( 和 ( y) ， ㈣ hy)) 


= hm ( u ( x ), 


〈咖 ) 名〜〜〉〉 


= Y1 < u ( x ) * a o ( x ))( v (y) y b j (y)) - 


同样可得到 


• ^ 

{v{y)-u(x) 1 (p{x,y)) = Yim^ ^ (v(y ), bj (y)) (u(x), aj (x)) 


因此对任意 ifGD (RJ+ m ) 


〈 u(x) • v(y)^{x,y)) = (v(j/) - u(x),y?(x,2/)). 


这就是所要证明的 . 


II. 直积对因子连续 . 这意味着，若在 D f (R^ 中当 * — 00 日才， u k (x) ^ u{x), 则在 
D’ (RH m ) 中当 fc — oo 时， u k {x)-v(y) u(x)-v(y). 事实上，令 ip(x) = (v(2/),^(x, y)), 
得 

=(u(x),^(x)) = (u, (v f (p)), 

因为 ^(x)E D(R 2 ). 

III. 对直积 • v(y) 的导数成立如下公式： 


PJ[u(x). v(y)] = V^u{x) - v{y). 


实际上 : 


(V^[u(x)-v(y)] 1 (p)= 


=(-^) ] a ] W ( x )- v { y ) y V ^ ip ( x , y )) 

=( - 1严〈味吻》》 

= (v(y)^ {V 二 u ， (f)) = (V^u(x) . v(y),cp(x,y)}. 
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引理 2 设 u e ^(RS), ip(x ， y) e D (K = m ) ，那么 


J ^p{x,y)dy \ = J {u(x)^{x,y))dy. 


( 1 . 21 ) 


证明考虑直积 u (： r ) • 1. 于是有 


<w(x) • l,tp(x,y)) = (u(x),(l,«^(x, 2 /))) 


=( 咖 )， / l P(x 1 y)dy 


应用直积的可交换性得到 


〈 u(ar) • l,cp(x,y)) = (1 • u(x),(p(x,y)) 

= <l,(t4(x),y?(a:,y)»= / <u(x), (p(x, y))dy. 


由上述各等式推出关系式 (1.21). □ 

1.3.3 广义函数的卷积 

现在引人广义函数卷积的概念，它对广义函数理论本身及其对微分方程的应用 
都是重要的. 

设函数 u (: r ) 与 V ( a :) 在中局部可和，同时 uOr ) 有紧支集,则形如 


= j u(y)v(x - y)dy = J u(x - y)v(y)dy 


的函数称为函数 u 与 v 的卷积函数 (u*v)(x) 是局部可和的，所以它确定了 
D \ R ^) 中的形如 

(u *v y (p) = Ji u * v)(x)(f(x)dx 

=J J u(x- y)v{y)ip(x)dydx = J J u(x)v(y)ip(x + y)dydx 
R ? RJ R? RJ 

的广义函数. 

设咖） e D ( R ^) 且在 suppt / 的邻域中 77=1. 那么 

(u*v ， (f)= j u(x)v(y)7](x)ip(x + y)dxdy. 

R ? n y 
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设 W ( x ) € ZT ( R 2) 且 U(x) 有紧支集，而 v (: r ) 是 D\R^) 中的任意广义函数•，设 
v(x) e 以旧)，在 suppw 的邻域中 ^ = 1 . zy ( RS ) 中形如 

〈w *v,ip) = (u(x) - v ( y ), rj(x)if(x + y)) 

=<♦)，〈”(2/)， V{x)(fi(x 4- y))) (1.22) 

的广义函数称为卷积 UM . 容易看出的定义不依赖于 T ^ oO 的选择.实际上，设 
7]i(x) € Z ?( RJ ) 且在 supptx 的邻域中 7/1=1. 那么 

〈鉍 ⑷， My ), r ?( o ； V(x + y )»- < u ( x ), {v(y),m{xMx + y))) 

= 〈以⑷， (”(:)- 奶⑻) < v ( y ), 咖 + V )》》 = 0, 

因为在 suppn 的邻域中 r /( a :) - r)i{x) = 0. 

规定 V * u = t / * t ;. 因为直积有可交 换性： 

(v *u,ip) = ( n ( x ) • v{y),i]{x)(p{x ^-y)) = ( v ( y ) • u ( x ), ri{x)(p{x+ y)). 

如果 r ( y ) G D f (R^) 且同样有紧支集，而 7 ( 2 /) € D(R^) 且在 suppt ; 的邻域中 7 ( 2 /) 三 
1,那么 


(v = (u(x ). v(y), T]{x)if{x + y)) 

= (咖) • v{y), l(y)r){x)ip(x + y)) 

=Mx) • v{y)y i{yW{x + y)). 

现在来给出卷积的一些性质.再次指出，我们仅在两个广义函数之一有紧支集 
的情况下考虑两个广义函数的卷积. 

I . 两个广义函数的卷积对其中每一个因子都是连续的.即 

1) 若在 D\R -) 中当 A : — oo 时 v k (y) ^ v(y), M u(x) 有紧支集，则在 ^( K ^) 
中当 A : —♦ oo 时 u*Vk u*v; 

2) 若在 D^R^) 中当 fc — oo 时 Ufc ( x ) — u ( x ), 且存在这样的/?,使得对任意 
fc ,8 upptifc C Q%，suppu C Q%， 其中= { x ; w < 丑}，则在 !>’( R 2) 中当 * — 00 
时 Uk*V u*v. 

这个论断可从广义函数直积的连续性中直接推出.因为对任意 KsnppUk C (%与 
suppw C Q% 那么在 (1-22) 式中可以取不依赖于 fc 且在 Q 0 r 中等于1的函数作为 
r/(x). 于是 


lim 〈叫 *v,(fi)= lim (u k (x) - v(y),rj(x)(p(x-h y)) 

k—^oo k—oo 

= M ®) • v(y), r}{x)ip[x + y)) = < u * v ,^). 
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II . 对卷积 u * t ; 的导数成立如下 公式： 

V^(u *v) = V^u * v = u * V%v. (L23) 

我们来证明这一点.根据广义函数的导数的定义有 

= (-l) |Q| (w(x)- v(y) 1 Tj(x)V^(p(x-^y)) 

= (- l ) | a | MaO , 咖) 〈 v (2/)， P>(x + 2/)》 

=M®) ， V(x)(V^v(y) y (p(x + y))) 

= {u*V^v y ip). 

这意味着 V^[u *v) = u* V^v. 同样可得出 

叱 (―， W = (-1) 1 ，* t ;， 吻》 

=(-l) |tt| (w(x) -v(y),77(x)P^(x + y)) 

=((- 1 ) ,q| v( 2 /), (u(x),r/(x)X>J^(x + y))) 

=(-l) |a, (t;(y), [(u(x), V^(r](x)(p(x + y))) 

-{u{x),V^(r 1 {x)ip{x + y))- r){x)V^(x + y)))) 

=Ml/) ， 〈❿， r]{x)ip(x + y))) =〈v * V%u, ip). 

这里我们应用了 

〈 tx(x) ， X>?(r7(xMx + y)) - v(x)V^(p(x + y)) = 0, 

因为 r ;(： r ) 的所有导数在 tx (: r ) 的支集的邻域中等于零. 

引理 3 设分 (x) 是基本函数， 即以 D(R2), t; G ZT(R ；； ). 那么必⑼是 C°°(K2) 
类函数且 

矽 * v = (v(y), ip(x - t/)). (1.24) 

证明根据卷积 （ 1.22) 的定义有 


" ，妒〉 = 〈矽 ⑷ • ^(y)» ”( 咖 (x + y)) = <v(y) • rp{x), f)(x)<p(x + y)) 




^{x)t]{x)ip(x + y)dx 




ip{x)tp(x + y)dx 





其中咖 ）€ !>( R 2)， 在 supp 矽的邻域中77⑷= 1. 应用引理2,得 


*”，W = (v(y),J 咖 ) 嗲 (x - y)dx\ 

' R ； ' 

= J Mi /)， 你- y)Mx)dx. 

R ? 

这意味着嗲⑼ = M2 /), 必 ( rr - y )》. 由引理1推出 矽”是 C °°( R 2) 类 函数. □ 

由等式 

^( x ) = u*w h (1.25) 

定义的 C °°( RS ) 类函数 u h {x) 称为广义函数 tx ( a :) 的磨光函数，其中 叫⑷是 1.2 节 
中定义的磨光核.显然，对任意 A > 0, w h {x) 是基本 函数: w h (x) e Dm， 所以，根 
据引理3及等式 (1.24) 

t ^ Or ) = (u(y),w h (x-y)). (1.26) 

如果广义函数 u (: r ) 根据 （1.18) 式对应于局部可和函数,那么公式 （1.26) 与 1.2 节引 
入的磨光函数的定义重合. 

定理7磨光函数 W 在 zr ( R 2) 中当 h — 0时收敛于广义函数 u (: r ). 

证明根据 u \ o :) 的定义有 

U h (x) = U* Wh- 


先前已证明他⑷在 D^R^) 中收敛的意义下，当 /I — 0时有 w h (x) ^ S(x). 所以 
根据卷积的连续性推出 

lim u h (x) = u*S. 

/ i—o w 

容易看出， • 

( u * s y ( f) = ( u (y ) - 啦)， + y)) = <u(y), <p(y)). 

于是，对任意 D f ( R ^) 



(1.27) 


因此 


lim u h = u. 


□ 
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1.3.4 广义函数空间 


傅里叶变换在偏微分方程理论中有重要的应用并且在现代研究中被广泛地使用. 
这里我们引入广义函数空间 S '( RS ) C 对于这个空间可以构建傅里叶变换理 

论. 

用 5( KS ), 或 简记忒 表示 C °°( RS ) 中这样的函数 Wcc ) 的线性空间 •• 对任意 
V >( x )€ S ( R ^ 对任意重指标 a 及任意整数 p > 0,存在常数 C a , p> 对此常数有 

(1 + \ x \ n \ V ^( x )\ ^ C Q , P . (1.28) 

5( RS ) 中的收敛性以下述方式定义 •• 当 fc — oo 时函数序列 ip k eS 收敛于函数 ipeS 
是指对任意重指标 a 与任意整数 p > 0,当 fc — oo 时在 R 2 中序列 

(1 + \x\nVMx) -> (1 + Ixn^x) 


—致地成立. 

空间 5( R ") 上的连续线性泛函称为广义函数 u € S f ( R ^). 换句话说，每个函数 
< p { x)e S ( K ) 都对应于一个满足下述条件的复数 ( u ^) : 

1) 如果灼€ 5( RJ ) 与灼€ WRSMi 与 A 2 是任意复数,那么 

A x v?i + 心内〉 = -f A 2 (n,^2). 

2) 如果当 j — oo 时妁 — 0在 S 中函数序列收敛的意义下成立，那么当 j — oo 
时，〈％朽》 — 0. 

如果定义中广义函数 U !, tX 2 的线性组合 H lUl + fi 2 U 2 (其中是常 
数）为这样的广义 函数： 对任意 p 有 


(/ilUl +/X 2 U 2 ,^) =/il(til,^)+/X2(W2,^>, 


则 S f (R^) 中广义函数的集合构成一个线性空间. 

广义函数空间 ^( R -) 中的收敛性以如下方式 定义： 若对任意函数 5( RU 及 
S\K) 中序列〜，当:/ — oo 时，一 — {u^) y 则说序列 〜 G 5 ; (^)当 j — oo 
时收敛于广义函数1/ e S f (R^). 

空间 S f (R^) 也称为缓增广义函数 空间. D f (R 2 ) 中具有紧支集的广义函数属于 
^( KS ). 显然，雕 S ) C 5( RS ). 函数 e - W 2 是 5( R ?) 中函数,但不属于 D(K ) 的例 
子. 


容易证明， D ( R 2) 在 5( R ?) 中稠密.实际上，如果 p e 5( KJ ), 而矽 e D ( R -) 且当 
H 彡1时0 = 1，那么函数 (p k (x) = cp{x)rP 对任意 A : = 1,2,…，属于 D ( R 2)， 在 

中当々 — oo 时序列外 — 因为当 | x | < A :时 ipk { x )— ip ( x ) = ( p ( x ) (1 一必 (^))=0. 



由此推出，若 tz € S f (R^) 且对 W),(w^) = 0, 则对 p e 5(R"), (u, W = 0 •这 
意味着 D f (R^ 中两个不同的广义函数对应着5 ; (^)中不同的广义函数，即如果对 
u e ^(R^), 把对于 p € £>(孵）的 {u,ip) 看作是 D'(R2) 中广义函数，那么 W%) 可 
以与空间 D f {Wi) 中的一个子空间恒等. 

我们现在来给出 S 中函数的傅里叶变换的一些 性质. 

由等式 

^(0 = J ^e^dx (1.29) 

定义的函数撕)，其中 Wr) e Li(R-), 称为函数 Wx) 的傅里叶变换. 

定理8如果 cp(x) e 5(n^)， 那么 挑） e 5(R^), 同时# — 泛在 S 中连续.对 
<pe S(R2) 有 

(-幻 。泛 (0， 而 = (一 i) W P? 撕)， (1.30) 

x Q = xr -- x ^. 


证明在 （1.29) 式中积分号下取微分，得到 


V ^(0 = J ㈣》咖) dx. 


(1.31) 


这样微分^[以的，因为# € 5( R ?) 且积分 (1.31) 一致收敛.由此得到麥⑹€ 
C °°( R 2), 且 x ^) = X >^(0(- i ) | a | . 经分部积分，得到 


ev^) = J (ixn^^e^dx 


R ； 


((ix) a tp) i^e^^dx. 


(1.32) 


因为％ (和)» € /^爬),那么函数 的 叫跑 )1 在％中对任意重指标 a 与/3有 
界.因此，分€ 5•在 (1.32) 式中令 a = 0, 得到 


现在我们来证明 S 中映射 (p 的连 续性. 设在 5( R ") 中当 fc — oo 时， 
W ⑷ — 0. 我们来证明当 A: — oo 时，在 S(IR 2) 中私 (0 — 0. 根据公式 .(1.32) 有 

1 ^ 11 ^( 01 = J V^{x^ k (x))^dx 

< sup {|^(x>Ux))| (l + |xr^)^ I TT ^ TI . 
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由此推出，在中，如果当 A : — oo 时 外⑷ — 0,那么在％中以||%各⑹ | — 0 
一致地成立.定理证毕. □ 


函数的傅里叶变换有时也表示成由等式 

F^lfKx) = (27T)- f 


(1.33) 


定义的函数 F^[f](x ) 称为函数/(0的傅里叶逆变换. 

定理9 如采 (pe 5(R；), 那么成立如下的傅里叶逆变换 公式: 

^) = (2tt)- f 


(1.34) 


或者另一种 表示: 


♦) = F 一 1 刚. 


证明我们来计算累次积分 


R ? 



J / e l ^' v ^ ip ( y)dy 


炎= (27 TW 1 刚 1. 


为此考虑积分 

MOe-^ x) J e^^dy\d^ = J W(0 撕)一⑹杷 (1.35) 

R ? J R ? 

其中 e > 0 为一常数 , MeO = e S(R^). 因为与累次积分 (1.35) 相应的二 

重积分绝对收敛,那么按照富比尼定理在积分 (1.35) 中可以改变积分次序.于是有 

^(2/) J^e(0^ ,v ^ x) d^ j dy 
R ? / 

= J V?(y)^e(2 / - x)dy = J p(x + v)$e{v)dv- 

RJ RJ 


容易看岀 ， MO = 0j ，因为 


^c(0 = J = J rp(ex)e^ x ^dx 

R 5 R 2 

=J 伽 e 姑 e_ n dy = e_ n： $ ( 备 ) • 


R ? 



所以 


于是有 


= J (f(r] -f x)e~ n r(j dr] = J tp(s)(p(es -f x)ds. 
RJ R ? 

=J = J ip(s)(fi{es + x)ds. 


在 (1.36) 式中令 e — 0 而取极限，得到 

p(x) / ip(s)ds = 7p(0) J e— ( 以 ) 分⑹ 炎 . 

R : R ? 

在第 4 章 4 .8 节证明了，对 rP { x ) = e _ ㈤ 2 

rp(^) = f e^ x ^e^ x, ^dx = (y/n) n e^^. 


上述等式是在第 4 章 （4.82) 式中令 t = 1得到的®因为 
f 紐) 炎= (\/^) n f e~ i ^~d£ t = ( v^rH f 

«? 4 i= < 


=(M 


(1.36) 


(1.37) 


所以从关系式 (1.37) 可得所要求的等式 （ 1.34 ). 应 注意，对于 S 中的两个函数外 r) 
与 xP { x ) 存在卷积 

p * 必 =/ (f{y)rp(x - y)dy 、 (1.38) 

R S 

它同样是 5 中的函数.事实上, ip^e C°°(R2), 因为积分 (1.38) 可在积分号下进行 
任意次 微分： 

= J 咖奶你 - y)dy. 

其次， 

\x 0 v:((p*tp)\= f (p(y)l(x - J/) -f y] 0 V^tlj(x - y)dy ^ C Qi0 

l S 

( C Qt0 为常数)，因为 p e 5( R 2) 及 4 € 5( RS ). □ 

①这里，为完成 (1^34) 式的证明其实不必引用后面的结果，因为不仅可以应用复变函数积分的 
柯西定理得出高斯函数沴 Or) = e-1-l 2 的傅里叶 变换 ; 而且由于它属于 5 空间，可以应用空 
间的理论，即应用 S 空间中傅里叶变换及傅里叶逆变换的性质证明高斯函数利 a:) = e-l*l 2 的傅 
里叶变换仍然是高斯函数 ( 只是因子有些改变 ). 关于后者，详细请参看齐民友著《重温微积分》(高 
等教育出版社， 2004) 抑 8〜342 页.——译者注 
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用沒表示 a 的共轭复数. 

定理 10设 WaOeRRS ) 及 那么 

1) 一 

J (f^pdx = j (ftpdx, 


J(fi^dx = (27r)~ n J(ptl)dx (帕塞瓦尔等式)， 


(1.39) 


(1.40) 




(1.41) 


= (27r) _n ^ * . 

证明证明 1) 的等式.依照富比尼定理有 


(1.42) 


(p(x)tp(x)dx = 



ip(y)e l ^ x,v) dy rp(x)dx 



^(y) J rp(x)e i(Xty) dx dy = j (fi(y)tp{y)dy. 


为了证明 2) 中等式，在 (1.39) 式中以函数 /i = (27 r )- n ^ 代替必我们有 


(27r) _n J iprpdx = J (fihdx. 


应用傅里叶逆变换公式，得到 


h(x) = (2irr n Jme i{x ^d^ = (2 tt 广 | 

R ? R ? 


^) e -»( x , o ^ = ^( x ). 


现在来验证 （1.41) 式.根据富比尼定理，交换积分次序，得到 


ip * 命 = 



(p(y)rp(x - y)dy e i(x ^dx 


- '丨 

J ^(y)e i( ^* y) I J 

R ? V ? 


^(pc — y)e l ^ x ~~ Vl ^dx I dy = (p-ip. 


为了证明等式 (1.42), 我们注意到 


(1.43) 


= 如 )>(-: r). 

所以 

F [ F [ ipij )] = (2?r) n ^(-a:)^(-x). (1.44) 

根据公式 (1.41) 

F[(27rr n (^*V；)] = {2 n )- n F [ F [ p )\ • F 剛 = (2 tt )M -賴一 x). (1.45) 

等式（I. 44 )与 (1.45) 表明 . 

F[^]=F[(2irr n ip*^ 

因此，等式 (1.42) 成立. 

现在来定义V中广义函数 u 的傅里叶变换•对 L ^) 中任意函数利 a :) 与 
^ p { x ) 成立的关系式 (1.39) 可作为这个定义的基础. 

对 5^(R；) 中的广义函数 u 及任意 p € 5(R；), 等式 

= W ,( p ) (1.46) 

所定义的广义函数 S e S f ( R ^) 称为广义函数 U e ^(R-) 的傅里叶变换. 

因为傅里叶变换 在 S 中连续,于是等式 （1.46) 的右边给出了 V中的广 
义 函数. 若 u € 5(R2), 那么根据 （1.39) 式， (1.46) 式的傅里叶变换的定义与 (1.29) 
式的定义重合. 

定理11 对于 5' 中的广义函数，形如 

u (- a;) = (27r) -n S (1.47) 

的傅里叶变换的反演公式成立，即 

{uM-x)) = (2n)- n (u,(p) = (27r)- n (u,^). 

映射在 5' 中连续. 

证明实际上，应用公式（1.43)，得到 

{(2n)- n S 9 ip) = (27r)- n (2,^> = (2n)- n (u^) 

= (u,lf(-x)). 

正如由定义 (1.46) 式直接推出的，若在 s '中叫 — ％则在 y 中 Sfc — S . 
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1.3.5 微分方程的广义解 

广义函数论使得对于具有无穷次可微系数的线性偏微分方程可以引人广义解的 
概念.设 

L { u )= Y , a Q ( x ) V Q u = /( X )，其中 a Q { x ) e e 

使式 

a oc { x ) V Q u = f ( x ) 

| a|<m 

成立的广义函数 u e D f ( n ) 称为区域 fi 中方程 L ( u ) = f 的广义解.这意味着，对任 
意屮 e D(n) 

(L(u) l( p) = U (-l) W ^(aa^) ) = UM. 

\ |a|^m / 

基本解概念在偏微分方 程理论 中起着重要的作用. ， 

对任意点/ e n , 使得 

L { u ) = S(x — x °) 

的 ZT ( f 2) 中广义函数 u ( x lX °) 称为方程 L { u ) = 0的基本解.显然，基本解被确定是 
准确到齐次方程 L { u ) = 0的解这样一个加项.这里广义函数 J(rr - #) 是按公式 

(<5(x-x°),^(a:)) = ^(x°) 

作用到 p G D ( fi ) 上的“平移 (5 函数”.在以下各章，我们将对基本的数学物理方程 
更详细地考虑这些问题. 

1.3.6 空间 H k ( fi ) 


我们定义空间 H k ( n ) 为具有范数 • 

IMI//*(n) = [ / 

\q \^ k ) 

的 C -( H ) 函数的线性空间的完备化. 

函数 u e 构成线性空间，在其中可以引人内积与 范数: 
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取这个空间的闭包，得到整个的 L 2 ( f 2), 在这个函数 u € C °°( f 2) 的集合中引人 
内积 n 

[以，如⑼=/⑽血+/ E 差 ^ 
n n k=1 

及与这个内积相应的范数 

||«||»>(0) = / u 2 dx + 1 E (奈） 血. 

n n fc=1 

设 w CS °( Q ) c C °°( fi ). 

用表示取妒⑼中范数的函数的线性空间的闭包.显然，土 ⑼ c 
H l (Q). 

在本章 1.1.2 目，曾经对 C \ U ) 中并在区域 f 2 边界上为零的函数证明了弗里德 
里希斯不等式： n 2 

这个不等式对函数 u e H ^ Q ) 仍然成立.事实上，依照空间 H ^( Q ) 的定义存在序列 
C 0 °°( J 2), 使得按 的范数有 — tx . 

在不等式 n 2 

• IKIIi a(n ) ^ 

n > =1 3 

中取极限，便得到对 H \ il ) 中函数的弗里德里希斯不等式. 




第 2 章偏微分方程的分类 


2.1 归结为偏微分方程的一些物理问题 


偏微分方程理论具有两个特点.第一点是理论与应用、与物理问题的直接联系. 
不仅如此，偏微分方程理论产生于那些归结为考察单个偏微分方程的具体物理问题 
的研究,这些方程便得到数学物理方程的称谓. 

如所周知，17世纪微积分创立后，常微分方程理论立刻就发展起来.即应用常微 
分方程于几何与力学问题的全新的计算.结果是在天体力学中不仅能得到并解释早 
先已经知晓的那些事实，而且得到了新的发现（例如，海王星的发现就是在对微分方 
程的分析的基础上作出的).开始研究偏微分方程要晚得多.对在物理学中碰到的偏 
微分方程的研究在18世纪中叶导致了分析学的一个新的分支——数学物理方程的 
建立 . J . 达朗贝尔 （1717 —1783)、 L . 欧拉 （1707— 1783)、 D . 伯努利 （1700— 1782)、 J . 
拉格朗日 （1736— 1813)、 P . 拉普拉斯 （1749— 1827)、 S . 泊松 （1781— 1840)、 J . 傅里 
叶 (1768-1830) 等人的工作为这一学科分支奠定了基础.他们在考察具体的数学物 
理问题中，所提出的思想与方法，竟适用于众多类型的微分方程，成为19世纪末偏 
微分方程一般理论发展的基础. 

偏微分方程理论的另一个特点是它与其他数学分支如泛函分析、函数论、拓扑 
学、代数、复分析的紧密联系.偏微分方程理论广泛应用数学这些领域中的基本概 
念、基础思想和基本方法，并且它本身也给这些学科分支的研究问题的范围与方向以 
影响.弦振动的研究就是这种相互影响的经典范例.弦振动方程是达朗贝尔于1747 
年建立的.他还得出表达这个方程的通解的公式.欧拉得出弦振动方程柯西问题解 
的 公式： 这个公式今天称为达朗贝尔公式 . D . 伯努利断言，弦振动方程的任何解均 
可表为三角级数.欧拉同达朗贝尔、 D . 伯努利关于弦振动方程解的性质的争论，对 
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数学物理、分析学，特别是三角级数理论的发展具有重要意义 . J . 傅里叶在1822年 
进一步研究了用三角级数表示函数的问题，这是与热传导问题有关的，随后在 L . 狄 
利克雷 (1805-1859) 的工作中最先指出了把函数展开成三角级数的充分条件.最先 
出现在数学物理问题中的把函数表示成三角级数的问题在很大程度上促成了现代的 
集论与函数论的建立. 

当研究在解决物理问题的过程中出现的具体的微分方程时，往往会产生一些极 
具普遍性、起初并没有严格的数学根据而应用于范围广泛的物理问题的方法.例如， 
傅里叶方法、里茨 (Ritz) 方法、伽辽金 ( rajxepKMH ) 方法、摄动理论方法等等就是 
这一类方法. 

这些方法应用的有效性成为试图对它们进行严格论证的原因之一.这就导致新 
的数学理论、新的研究方向的建立（傅里叶积分理论、本征函数展开理论等等). 

与物理现象有关的数学问题的提出，导致现象的数学理想化，或者换句话说，导 
致建立描述所研究的一类物理现象的基本规律的数学模型.对于一系列物理现象的 
模型的建立在于归结为以基本物理规律为基础的方程，这些模型仅仅考虑到现象的 
本质特点而忽略一系列次要的特点.例如，动量守恒、能 fi 守恒、质量守恒等等就是 
这样的 规律. 用所说的方法可以得到在电动力学、声学、弹性理论、流体动力学以及 
其他连续介质力学的分支所研究的物理现象的方程.用数学方法研究数学模型不仅 
可以得到物理现象的定 S 特征，以给定的精确度计算实际过程，还有可能洞察物理 
现象的本质，有时还可以预言新的效果. 

作为例子,我们来考虑热传导问题,这个问题最先在傅里叶于19世纪初发表的 
文章中得到研究. 

设物体在点 X = ( X !, X 2 , X 3), 在时刻 t 的温度由函数 u(x, t) 确定①.假定函 
数 u(x,t) 属于 C 2 * 1 ^ x [0,r]) 类 • 

为了得出描述热的传播过程的方程，我们应用牛顿定律，这个定律是在实验的 
基础上建 立的. 我们把牛顿定律叙述为如下形式. 

设 S 是位于物体 n 内部的光滑曲面，而1/是 S 的单位法向量.根据牛顿定律， 
在从 h 到 G 时间间隔内、在法线方向2/通过曲面 S 的热量 Q 由下式 确定： 


Q = - 

这里 f 表示函数 u ( x , t ) 沿方向 1 /的导数，函数 A : ⑷是正的，称为物体内部在 
x 点的导£系数. 

考虑物体 n 对热传导是各向同 性的. 这意味着函数 fc ( rr ) 不依赖于曲面 S 在 a : 
点的法线方向.此外假定 MW € C l ( Q ). 

①在后文中，作者实际上是在一般 n 维空间的区域 Q 中进行论证，请读者留意.——译者注 
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物体内部可能产生或消耗热量（例如，由于化学反应等等，当热流通过时).在点 
X 及在时刻 t 放出的热量用热源密度 f ( x y t ) 表示.由于这些热源在从 h 到的时 
间间隔内在物体中的区域 fiiCfi 部分作用的结果,放出的热量为 


12 

Qi = j j f ( x , t ) dxdt . 


假设 / e C°(fix [0, r ]). 为了导出在物体 Q 内部满足温度分布 u ( x , t ) 的方程, 
分出以光滑曲面沉^围成的子区域仏 C f 2, 并考虑％内在从 Q 到的时间间隔 
内热量的变化.根据牛顿定律（2.1)，在从 Q 到的时间间隔内通过曲面进入 
的热量等于 

11 dt ' 
ti \dQi . 

其中 € 表示沉 ^ 的外法向导数. 

另一方面 ，在^ 内部从 h 到匕 的时间间隔内热量的改变可以通过温度的改变 
来确定.这个热量等于 

J c ( x ) p ( x )[ u ( x , t 2 ) - u ( x , ti )] dx y pe C °( fi ), c ( x ) € C 7 0 ⑼， 

其中 〆 x ) 是物体的密度， c ( a :) 是物体在点 x 的比 热容. 因此应当成立相应的热平衡 
的等式： 1 

f c(x)p(x)[u(x i t 2 ) - u(x } ti)]dx 


W A 

k ( x ) ^ dS dt + j j /( x , t ) dxdt . 


依照髙斯-奥斯特洛格拉茨基么 < 式有 


[ 今心 ) dt = JJ ±£- (* ⑷翁) dxdt . 


所以等式 （2.2) 可以记为 


*2 

J J c(x)p(x)^dxdt 

ti Qi 

*2 n t 2 

=// 客去卜 ) 翁 ) dxdt-^J Jf(x,t)dxdt. 


( 2 - 2 ) 


(2-3) 




因为％是 Q 中任意的子区域，时间间隔 [ t !, t 2 ] 也是任意的，位于积分号下的是连 
续函数，那么从等式 （2.3) 推出，在任何时刻 t 对任意点 xeQ 成立等式 

c(x)p(x)^=gA^ (l) ^ +f( X ， t). (2.4) 

方程 （ 2.4) 当/ 三 0 及 咖 ), p(a:) 与 *(:r) 为常数时称为热传导方程.丄傅里叶于 
1822 年在其著名的论文《热的解析理论》中首次得到这个方程.这个方程给出了在 
均匀物体中温度的传播.在傅里叶的文章之后，热传导方程在 19 世纪成为众多学者 
的研究对象（特别是，泊松在 1835 年发表的《热的数学理论》就属于此者).这个方 
程的研究延续到我们这个时代. 

自然,在物体的边界上热的状态影响到物体内部温度的分布.原来是,给定物体 
n 所有的点在初始时刻《= 0的温度并给定物体边界沉}上在任意时刻《 > 0的温 
度就单值确定了物体当 t > 0时的温度. 

依据给定的初始条件 

w | t=o = ^ o ( x ) (2.5) 

及给定的形如 

w|anx[o,r] = ^ (2.6) 

的边界条件所确定方程 (2.4) 的解称为方程 （2.4) 的第一边值问题.如果已知在任意 
从 h 到匕的时间间隔通过物体边界任意小块的热量，那么根据牛顿定律 （2.1) 在物 
体边界的每一点都可唯一确定任意时刻《对边界的法向导数 
依据给定的初始温度分布 ^ 

u | e=o = uq(x) (2.7) 

及给定的形如 

% ― ( 2 .8) 

av anx[0,r] 

的边界条件所确定方程 (2.4) 的解 u(x,t) 称为方程 （ 2.4) 的第二边值问题.方程 (2.4) 
是基本的数学物理方程之一. 

通过热量传播问题的例子，我们看出物理现象的数学刻画归结为满足某些补充 
条件的偏微分方程解的确定.在第 4 章将要说明，无论是第一边值问题 (2.4), (2.5), 
(2.6), 还是第二边值问题 （ 2.4), (2.7), (2.8) 的解都是唯一的.这意味着以问题的物理 
条件使得补充条件 (2.5), (2.6), 同样补充条件 (2.7), (2.8) 可以从方程 （ 2.4) 解的整个 
无穷集合中唯一地区分出解来. 

如果物体的温度是稳定的，即不依赖于时间，物体内部的热源密度同样不依赖 
于时间，那么给出确定的或者说稳定的温度分布的函数满足方程 

自去(*0=/(4 (29) 




归结为偏微分方程的一些物理问题 


如果物体是均匀的且 /( a :) 三0,那么方程 （2.9) 的形状为 

Au = T ， d^=° - (2*10) 

方程 (2.10) 称为拉普拉斯方程. 

这个方程在欧拉和拉格朗日的文章中出现，但最先在拉普拉斯有关天体力学和 
重力测量学的诸文章中得到系统的研究 (1782, 1787). 弹性理论、天体力学、静电学、 
流体动力学中许多物理问题都可归结为拉普拉斯方程，有时不同的物理现象可借助 
于相同的数学模型来刻画，这个方程正是一个有特点的例子. 

形如 


V- 9 2 u 


( 2 . 11 ) 


的方程称为泊松方程 • S . 泊松是法国著名的力学家、数学家与天文学家，在1813年, 
在论文《关于引力理论方程的注记》中他最先给出了这个方程的论断.当在物体 
内部存在密度为 /( z ) 的热源时，这个方程刻画了温度的稳定分布. 

给定物体边界温度确定物体内部温度的稳定分布是最简单的问题.这个问题称 
为狄利克雷问题，是以数学家 L . 狄利克雷 (1805—1859) 的姓氏命名的，他最先证明 
了这个问题解的唯一性. 

液体或气体的质 M 守恒定律可以表为所谓的连续性方程的形式. 

设 P ( x , t ) 是液体的密度 ， x = ( x l ) x 2 f x 3 ) 1 v ( Xi t ) 是液体在点 a :， 在时刻亡运动的 
速度向通：. 

可以证明（例如参看 [11]), 


+ div(pv) = 0. 


( 2 . 12 ) 


方程 (2.12) 称为连续性方程.考虑不可压缩流体的情形.这意味着 p 为常数. 
如果液体的运动是有势的，即存在函数 v ( x t t ) 使得 

v = gradUy 

那么，在 (2.12) 中代入 t ; = gradv , 并考虑到^ = 0,得到 

at 

Ad 2 u A 

- 

于是，函数 w 称为液体运动速度势，它在区域 n 中满足拉普拉斯方程. 

现在考虑 f ] 中稳定电荷的电场五.由过程的稳定性推出 ro t 五= 0,且因此，电 
场是 势场： 

B=-grad u. ( 2 . 13 ) 


设 P ( X ) 是介质中电荷的体密度，介质的介电常数等于 1. 由静电学的基本定律 


推出 


(E - v)dS = An J pdx . 


(2.14) 


其中％是区域 fi 的任意一个子区域 ，如 i 是％的边界， I /是如 i 的单位外法向 
fi ，(E • u ) 是向量 E 与 v 的数 量积. 应用髙斯-奥斯特洛格拉茨基公式，由 (2.14) 
式得到 

J div Edx = ^ J pdx . (2.15) 


由此推出 

div 五= 4 np . 

在等式 （2.16) 中代人于 E 的表达式 （2.13) 得到 


(2.16) 


論 

这表明静电势 tzh ) 在 J 2 内满足泊松方程.如果在 f 2 中不存在体电荷，即在 f 2 中 
P = 0, 那么静电势 u (: r ) 满足拉普拉斯方程. 

引人不具有类似论证的另外一些重要的数学物理方程.这些方程的推证及其与 
物理问题的联系可在教科书 [10] 〜 [13 j 中找到. 

许多振动过程可以用方程 


2 d 2 u d 2 u j , w . ^ ^ , 

a = ^2> « 为常数， a >0 (2.17) 

来描述，它称为波动方程.在 n = 1的情况，这个方程描述的是弦的振动.正如我们 
在前面提到的，它是最早得到详细研究的偏微分方程之一 . 18世纪的许多著名数学 
家都研究过这个方程.对长度远远超过其他尺寸,并在其上作用有张力的固体，我们 
将其称 为弦. 假设弦不抵抗弯曲，即对任取的一段长度不发生改变的弦的形变不产 
生抵抗,但抵抗伸长，同时产生弦的某一段长度改变的外力的功与这个改变成比例， 
比例系数为 T . 

设振动的弦在 ( xi , u ) 平面上的位置由函数 u { xi , t ) 给定•用 p ( xi ) 表示弦在点 
A 的密度.如果假定振动是微小的，那么函数 u ( x u t ) 满足方程 

p w =T §^. ( 2 . 18 ) 

如果在平衡位置弦与以轴上的闭区间 [0, Zj 重合且在端点处是固定的，那么确 
定弦在任意时刻 i 的形状归结为求解满足边界条件 


u (0, t ) = 0, u ( l , t ) = 0 
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及对应于弦的初始形状及初始冲量的初始条件 

w|«=o = 抑 ( 工 1 )， 尝 = ^l(^l) 

的方程 (2.18) 的解. ^ 

如果在弦上有外力作用，这个外力的密度在点 A 处，在时刻 t 等于/(^，0,其 
方向垂直于 A 轴,那么代替方程 （2.18), 对于函数 u ( x u t ) 有方程 

p W = T d^ + f( ' Xl,t ^ ( 219 ) 

对拉紧的有弹性的薄膜，与振动的弦一样可得形如 

+ f { xi , x 2 , t ) (2.20) 

的方程,其中 p ( XuX 2 ) 是薄膜的密度，: r 是张力系数， f ( x u x 2 ) 是作用在薄膜上的外 
力的密度.同时假定薄膜的振动是微小的横振动，即随着时间£的改变,薄膜上点的 
坐标0： = (X X 1 X 2 ) 是固定不变的，改变的仅仅是确定薄膜离幵平面 (X U X 2 ) 的偏差数， 
即函数 ti ( xi , x 2 ). 

如果薄膜位于平衡位置，那么如从方程 (2.20) 推出的，它的形状 ix ( x ) 被确定为 
泊松方程 2 

( 2 - 21 ) 

的解. 

如果薄膜的边缘被固定,那么这意味着,给定在区域 n 上的函数 u (: r ) 满足边界 

条件 

u\dn = 0 . ( 2 . 22 ) 

于是，当研究膜的平衡时,我们又得到泊松方程的狄利克雷问题. 

方程 （2.17) 在 n = 3的情形，刻画了声音振动的传播.从一般的气体运动方程 
组出发，并且假设当声音振动传播时，气体的压力与密度与常态的差是微小的，对于 
气体在点 rr 处，在时刻 f 的密度 u ( x , t ) 便得到形如 （2.17) 的方程. 

这里所考察的方程的解的物理解释有助于更好地理解与推测解的性质.有时， 
对于偏微分方程，问题的物理意义同样可以自然而然地确定它的解. 

2.2 柯西问题.特征.方程的分类 


在本书中我们将研究 m 阶线性偏微分方程及一阶线性偏微分方程组.最主要 
的篇幅致力于研究二阶方程.这是因为许多重要的物理问题都归结为二阶方程（参 
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看 2.1 节).二阶方程的理论不仅在力学和物理问题中有大量的应用，而且在几何与 
分析学的一系列分支中同样也有大量的应用.此外，对二阶偏微分方程研究的也最 
详尽.二阶偏微分方程的研究是建构偏微分方程一般理论的出发点. 

形如 

a ^ x ) v > = f ( x ) (2.23) 

的偏微分方程称为 m 阶线性方程，其中根据在 1.2 节引人的记号， 1^. = A, a = 

(ai, •• - ,a n ) 是重指标， |a| = + …+ a n ， a: • 彡 0 为整数 ， j = 1,… ， n; % = 
%…公 Kx ) 是点 xeK 的已知函数，称为方程的系数，已知函数/( ㈨ 称为 
方程的自 由项； (2.23) 式中的求和是对所有使得 M 彡 m 成立的重指标 a 进行的.于 
是方程 (2.23) 左边是所有可能的、阶数不超过 m 的未知函数 u 的导数的线性组合. 

凡未作特别约定的地方，当: r 属于某个区域 C RJ 时，我们将把函数 a a ( x ),/( x ) 
与 tz ( a :) 看作是仅仅取实值的函数. 

每一个形如 (2.23) 的方程都对应着一个实变量《= (6, …，匕）的形如 

E (2.24) 

|a|=m 

的多项式,其中，和通常一样， f 多项式 (2.24) 称为方程 (2.23) 的特征 

形式或象征的主部.如果非零向 S C = (心,…，匕）在已知点 z 满足方程 

E 心 (x)C a = 0 ， 

|a|=m 

那么就说向 fi 《在点 X 具有特征方向. 

—张超曲面若在其每一点 XG 5 的法线都是特征方向，那么这个超曲面就称 
为方程 (2.23) 的特征. 

我们把在每一点 xeQ 满足方程 (2.23) 的函数 u ( x ) € 理解为方程 (2.23) 

在区域 OCRS 中的解.这样的解有时我们也将其称为古 典解， 以区别于下面将要 
定义的广义解（也可参看 1.2 节 

二阶方程记为如下传统的记法更便于 研究： 

n n 

2 akj ( x ) u XkXj - h ^2 b k ( x ) u Xk 4- c ( x ) = f ( x ). (2.25) 

k , j=i fc=i 

现在考虑方程 (2.23) 的柯西问题. 

由常微分方程的理论知道，对形如 

JIL fi k n 

“ = 則 

k =0 


( 2 . 26 ) 




柯西问题.特征.方程的分类 


的 m 阶线性微分方程，在闭区间 [ t u t 2 ] 上有满足初始条件 

dPu 

u \ t = t 0 = -^7 = uj (j = 1，2，... ， m -1) (2.27) 

ai t=to 

的唯一解其中 〜， j = 0,1 , …， m - 1, 在 k h , f 2 ] 上为常数， ( U 0 / 0,函数 
⑷,/⑷在闭区间 [^1,^2] 上连续. 

下面具有初始条件的问题同样也称为柯西问题，乃是偏微分方程 (2.23) 情况下 
对柯西问题 (2.26), (2.27) 的自然推广. 

从自变量 ( x !,..-, x n ) 中分出一个变量比如说是〜，并令〜 L 通常在物理 
问题中6起着时间的作用，而 XX ,... , x n >! 是空间坐标.设在平面《 =化上在点 
x f o = (吨 … D 的邻域中给定初始条件 

• u \ t=to = M :’)， T > i u \ t=o = 朽 ( 〆 )， ( . 

j = x f = ( x u -- , x n _ i ). •) 

柯西问题就是在点 rr Q = ( x f 0 l t 0 ) 的某个邻域内求方程 (2.23) 满足初始条件 (2.28) 
的解 u ( x ). 对偏微分方程没有如同常微分方程那样的柯西问题可解性的一般定理. 
甚至在方程 (2.23) 的所有系数，函数 /(： M ), 朽( X 7 )， j = 0, l ，… , m - l 都无穷次可 
微，并假定当 a = ( O ,-.. ,0, m ), a a ( x ) ^0 0^柯西问题 (2.23), (2.28) 的解也可能不 
存在. - 

令人惊奇的是，甚至当 m = 2时，存在形如 (2.23) 的一些方程，它们的系数 
^ a ( x ) 及函数/(岣是无穷次可微的，但在点 z 0 的任何邻域都没有一个解.这样的方 
程称为局部不可解的 . H . 勒维 （ H . Lewy ) 在1957年首先构造了一个这样的例 子：即 
一个具有复系数的一阶方程（具有复系数的一阶方程等价于两个具有实系数的一阶 
方程组成的方程组，一阶方程的解的实部与虚部满足这个方程组）（参看 [3]). L . 赫 
尔曼德尔 （ L . Hormander ) 证明了（参看 [3]), 具有实系数的形如 

( 工 ! - 工 3) 奴 :1*1 + (1 + 工 - M X3:3) - ^1^2 U XiX3 

一 ( xix 2 u ) XlX3 + xix 3 u XlX3 + (xiX 3 u ) XlX3 = f ( x ) (2.29) 

% 

的二阶方程当某一函数 /⑷ e 时,对任何区域 n C R 2, —个解都不存在. 

现今已知偏微分方程局部不可解的宽泛的充分条件.对有关方程的不可解性已进行 
了有趣和深人的研究（例如，参看⑶).正如我们已提到过的，偏微分方程理论是在 
数学物理方程的基础上产生的.对于具体的偏微分方程，比如拉普拉斯方程、热传导 
方程、波动方程，在18与19世纪已建立了丰富的理论，有了研究这些方程的强有 
力的方法.这些结果是建立偏微分方程一般理论的基础，可以按照三个基本的数学 
物理 方程： 拉普拉斯方程、热传导方程、波动方程的性质，对偏微分方程和偏微分方 
程组的重要类型进行分类和 研究. 柯瓦列夫斯卡娅定理就属于偏微分方程一般理论 
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的最先结果 之列. 柯瓦列夫斯卡娅定理，或者如通常所说的,柯西-柯瓦列夫斯卡娅 
定理在偏微分方程理论中占有重要的位置.定理回答了在怎样的假设下，柯西问题 
(2.23), (2.28) 有解.这个定理连同另外两项工作,由 C . B . 柯瓦列夫斯卡® ( C . B . 
KoBajieBCKaa ) (1850 — 1891) 于1874年在哥廷根大学作为博士论文提交，并于1875 
年发表•在18 42 年 0. 柯西 （ O . Cauchy ) (1789-1857) 系统地研究过的具有初始条 
件的微分方程的问题，即现今所谓的柯西问题，证明了对常微分方程及某些类型的偏 
微分方程的这个问题的解析解的存在性.他有四篇文章论述这些问题.柯瓦列夫斯 
卡娅不知道柯西的这些论文，并且在自己的工作中依据了自己老师 K . 魏尔斯特拉 
斯 （ K . Weierstrass ) (1815-1897) 的讲义，讲义中研究了常微分方程具有初始条件的 
问题.柯瓦列夫斯卡娅使偏微分方程组在解析函数类中的柯西问题的可解性的研究 
得以完善 • A . 庞加莱 (1854-1912) 写 道:“ 柯瓦列夫斯卡娅极大地简化了证明并使定 
理具有最终的形式 

n 个复变 M 的函数/(々,.••，〜）称为 在点/ = (#，.•• ，4) 的邻域是解析的, 
是指如果当 j = 充分小时，这个函数可以表为收敛幂级数 

f ( Z ) = ^2 c Q ( z - Z°) a 

a 

的形式，其中 （2 -#) a s (勿 一 4产 • • • (Zn — ,a = ( a 1 ,..., a n ) 是重指标 ， Ca 

等于常数，求和是对所有可能的重指标 a 取的. 

显然 c a = — V a u ,其中 a ! = o ： i ! … or n !. 

• a * *=:o 

假设方程 (2.23) 中导数 V ^ u 的系数异于零,而对 V ^ ii 解出方程 (2.23). 得到 

+ h ( x ), (2.30) 

| a |^ m , ai<m 

定理 l 2 (柯瓦列夫斯卡娅 I ) 设函数 6 a ( a :),/( a :) 在点 a : 0 = ( x° ir • • , x ° n ) e 
的邻域中解析，函数朽 ( x'U = 1, … ， m — 1， 在点 x f 0 = ( x ?,...， xU 的邻域中解 
析.那么柯西问题 (2.30), (2.28) 在点 z 0 的某个邻域中有解析解，并且在解析函数类 
< 中解是唯一的. 

为了证明柯瓦列夫斯卡姬定理，我们要借助于对称组理论 . C . B . 柯瓦列夫斯卡 
娅借助于强函数方法证明了自己的定理.这个证明，例如在彼得罗夫斯基的教科书 
[10] 中引述了.注意,在柯瓦列夫斯卡她定理中，方程 （2.30) 中的函数 b a 、h 及 (2.28) 
中的函数朽可能对是复值的. 

柯瓦列夫斯卡哑定理的证明将在 5.5 节中给出. 

在这里我们证明，如果柯西问题 (2.30), (2.28) 的解析解 ri ( rc ) 存在，那么这 
个解展开为幂级数的系数可以以唯一的方式 确定. 设分= { x u ^- 7 x n ^), a f = 
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( 的， … ,a n -i),^o = « … ， 4 一 1 )， 

w(x) = u(x\ t)= ^2 C a ，， an (x - Xo) Q \t- t 0 ) an , 

CK^Ctn 

其中 c a ，、 an = ^-^ V ^ V ^ uix ^ to ). 我们来证明，问题 (2.30),(2.28) 的解 w(x, t ) * 

点 ( x f 0 l t 0 ) 的所有都被初始条件 （2.28) 及方程 （2.30) 唯一地确定.关于〆微分 
等式 (2.28), 对任意 o 7 , 得到 

DJ；X>Ju(x , 0 ,to)= j = 0,1， • • •，m - 1. (2.31) 

关于变量〆微分方程(2.30)，设 rr 0 = ( xM 对任意重指标# = (/?!,"• D 得 
到 

^：vru(x^t 0 )= ( Y 1 ^ Q ( x ) V -； V ^ u )] O。).（2.32) 

\|a|=m,a n <m / xs=x o 

在这个等式的右端含有由等式 (2.31) 在点/ = ( X ^ to ) 确定的函数 U ( X , t ) 的导数. 
因此，关系式 (2.32) 对任意重指标在点 (x^to) 可确定形如 X)f；P-u 的导数.其 
后的证明可采用归纳法.设对某个 k 彡 m 、 对任意重指标在点/确定了所有形 
如 

T^^tu (2.33) 

的导数.我们来证明，在点/可唯一确定所有形如 

V^,V k t ^ l u ( 2 . 34 ) 

I 

的导数. 

为此，在方程 (2.30) 的左端和右端应用算子在所得等式的右端仅 
含有形如 (2.33) 的导数，由归纳假设它们在点 x Q 是可确定的.因此,在等式左端含 
有的形如 (2.34) 的导数在点/被唯一地确定.于是，我们就证明了柯西问题（2.30)， 
(2.28) 可能有不多于一个的解析解. 

现在考虑 m 阶的一般线性方程 (2.23), 而不特别分出一个记为 t 的变 fi •对 
这个方程可以提在超曲面上具有初始条件的柯西问题.这个问题是柯西问题（2.30)， 
(2-28) 的推广.设方程 F ( x ) = 0给定在 （n - 1) 维超曲面 S 上的点: r 0 的邻域,并设 
gradF(a: 0 ) # 0.设 p ⑷是 0^(^) 类函数，其中仏是点 z 0 的某个邻域.柯西问题 
是在点 rr G 的在 f2 某个邻域中求出方程 (2.23) 的解，使得 

V 二 ( u - < p ) = 0 在 SnSl 上，对㈣彡 m—l. (2.35) 
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对解 tz ( ar ) 所加补充条件 （2.35) 称为初始条件.假定 F e 我们试着把在 

超曲面 S 上具有初始条件的柯西问题（2.23)， (2.35) 化归柯西问题（2.30)， （2.28) .为 
此作如下形式的自变量代换： 

Vj = ) = 1，." ， n - 1, y n = F ( x) t (2.36) 

为了确定起见，假定在 x Q 的邻域中 一 0. 在新的自变 fl 之下，方程 （2.23) 具有 
形状 Xn 

b a { y ) V^u = /. (2.37) 

初始条件 (2.35) 可以记为 

❿ 1)1 yn 騰 0 = 0 ， |ck| ^ 771 — 1. . 

这个条件等价于条件 

私七 =0 =知 j = l ，."， m - l ， (2.38) 

其中勿 是变 fi y u … ,2/ n - i 的已知函数.如果 F ( rc ) 在: T 0 的邻域中是解析函数，方 
程 (2.23) 的系数 a Q ( x ), 函数/(岣与 々( a :) 同样在点:^的某个邻域中解析，那么用 
这样的方法我们便得到柯西问题 (2.37), (2.38), 对其可应用柯瓦列夫斯卡娅定理，如 
果系数 b Q ( y ) 当 a = (0, … ，0, m ) 时在点/异于零,表明方程 （2.37) 对于导数 V^u 
可以 解出. 容易看出，对 a = (0, • • • ，0, m ) " 

b Q ( y )= ^2 ^( x )( gradF )^, 

\P\=m 

其中，如通常那样 

一⑵'.(芸广 

在点/条件 b Q ( y ) ^ 0意味着，曲面 S 在点: r 0 的法线没有特征方向.于是，在这种 
情况下按照柯瓦列夫斯卡娅定理 在点/ 的某个邻域中存在着柯西问题 (2.37), (2.38) 
的唯一的解析解，这也就意味着对柯西问题 (2.23), (2.35) 有同样的结论.如果在方 
程 (2.37) 中，当 a = ((),••• ,0， m ), 系数 b a ( V ) 在 S 上恒等于零，那么方程 （2.37) 在 
S 上的点处给出列在初始条件 （2.38) 中诸 函数％ 之间的某种 关系. 

这样一来，如果 S 是方程 (2.23) 的特征曲面，如果上述关系在 S 上不成立，那 
么柯西问题 (2.23), (2.35), 甚至是具有解析的数据时，也 无解. 如果解存在，那么它也 
可能不是唯一的. 

线性方程 (2.23) 的分类作法依据特征形式 （2.24) 的性质.即分出两类重要的 m 
阶 方程： 椭圆型方程和双曲型 方程. 



2.2 柯西问题.特征.方程的分类 


如果对所有异于《= 0的 C e R 匕 

[ a Q ( x)C ^ 0, (2.39) 

|a|=m 一 


方程 (2.23) 称为在点 xeR ^ 是椭圆方程或椭圆型 方程. 如果条件 （2.39) 对所有 
xeQ 成立，那么方程 (2.23) 称为区域 n 中的椭圆方程. 

于是,椭圆方程 (2.23) 没有特征方向. 

如果方程 

M 工 ) r =0 (2.40) 

|a|=m 


当 PI / 0, 对^有 rn 个相异的实根，这里 f …，心-那么方程 （2.23) 称 

为在点 rr 在〜 轴方向为双曲的，或者称为在〜轴方向的双曲型方程.方程 (2.40) 
称为特征方程.如果方程 (2.23) 在任意点 a : € 0在〜轴方向都是双曲的，那么这个 
方程称为在17中在〜轴方向是双曲的. 


如果特征方程（ 2 .如）在点 z ， 当一 0对^的所有的根都是实根，但其数目 
少于 m , 那么方程 (2.23) 称为在点 x 在： r n 轴方向为弱双曲的. 

拉普拉斯方程 



是椭圆型方程最简单的例子，因为当 iei # 0时波动方程 


d 2 u 


- 2 E 


J d 2 u 


r 苟， 


a >0 为常数， 


是在 t 轴方向为双曲型方程的最简单的例子，因为相应的特征方程 


n— 1 

i=i 

有根&» = 士 

M . R 彼得罗夫斯基还举出了重要的一类 m 阶方程,称为彼得罗夫斯基抛物型 
方程. 在定义这一类方程时不仅考虑到方程中 u 的 m 阶导数的项，还考虑到某些低 
阶导数 的项. 在方程 (2.23) 中特别分出 变量〜 = «. 表示成/ = ( w . , x n ^),a = 
( a \ a n ), a f = (的， … , a n -!). 方程 (2.23) 记为如下 形式： 

[a a (x)^X> f Q "u = /(x). (2.41) 

|a| 彡 m . 
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设 P 是正整数.形如 

E (2.42) 

|a / |+po ： n=m . 

的多项式称为方程 (2.41) 在点 x 具有权 p 的广义特征形式. 

如果对某一 p , 对任意实的疒= (6, … ， U ，且 O 1,形如 

E « a ( x )( ir ) Q / C n = 0 (2.43) 

|a r |+pa n =m 

的关于的方程所有根的实部满足不等式 

Re《 n < -<5, 

其中 <5 > 0为常数，就称方程 (2.41) 在点 z = (^，… , x n .!,0 是彼得罗夫斯基拋物 
型的.如果方程 (2.41) 在区域0中任意一点 a : 都是彼得罗夫斯基拋物型的,就称这 

个方程在区域 n 中为彼得罗夫斯基抛物型的. 

热传导方程 

du d 2 u 

是彼得罗夫斯基拋物型方程类的最简单的例子（它通常也称为拋物型方程). 

实际上，权 P = 2的广义特征形式具有如下 形状： 

n-l 4 

i==i 

方程 (2.43) 

Cn-J^(^i) 2 = 0 

J =1 

关于当 = 1 时有唯一的根 Cn = - n g ^ = - l . 

对于二阶偏微分方程可以作更仔细的^类，这就是把所有的方程分成在非退化 
的自变量变换下不变的方程类. 

首先来说明，二阶方程可以在固定的点:用自变量的线性变换化成标准形. 

考虑方程 (2.25). 我们将假定，在方程 (2.25) 中有: a kj ( x ) = a jk ( x ). 作变量变换 
x^y : 

n 

y = Ax, y s = ^2 AsjXj, 5 = l ， ." ， n ， 

i=i 

A = ( Aj 8 ), A js 为常数， detA^O 


(2.44) 
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对变量2/，方程 (2.25) 取如下形状： 

n 

( a ^( x ) A ^ A ik ) uy 9yi + L x ( u ) = /( x )， （2.45) 

s , l=l 

其中 L ^ u ) 表示不包含函数 tx 的二阶导数的各项. 

现在考虑方程 (2.25) 的特征形式 

n 

Y , a ^ x )^j (2.46) 

fc,j=i 

且在其中作变 盘变换 ^ V : 

n 

C = ^Vy 心 j = 1, ••- , n . (2.47) 

«=i 

在新的变量下，形式 (2.46) 改写成如下 形状： 

S f S a kj ( x ) A aj A lk I 77，^. (2.48) 

a ， t=l \ fc , j=l / . 

容易看出，多项式 (2.48) 是方程 （2.45) 的特征形式. 

现在固定点并选择矩阵 >4使得在变换 （2.47) 之下，在/点二次形 (2.46) 
在新的变量7?之下具有标准形状 

n 

YM 2 S 、 (2.49) 

• 8=1 

其中心 ， S = 1，…， n 取值 0,1,-1. 由代数学知，选取这样的矩阵是可能的，在和式 
(2-49) 中具有正系数么的项数与具有负系数 <5,的项数，对应于矩阵（叫卜 0 ))的正 
的特征值的数目与负特征值的数目，并且这个数目与使形式 （2.46) 化为 (2.49) 所选 
择的非奇异变换 (2.47) 无关. 

因此，在矩阵，这样的选择之下，在作了变鐘:变换 （2.44) 之后，方程 （2.25) 在 
x ° 具有形状 

n 

L x (u) = 

3=1 

于是，形如 (2.25) 的方程在点的类型便由对自变量线性变换之下不变的、与矩 
阵 ( a kj { x Q )) 的正特征值与负特征值的相等的两个数 r 与 g 来 表征. 显然，在数 
心 (s = 1,…， ri ) 当中有 n — (r + g ) 个等于零. - 

如果 r = n，g = 0 或 r = 0, g = n , 舌程 (2.25) 在点: c 0 就称为補圆型的.在这 
种情况下,特征形式 (2.46) 当旧# 0日^■不为零. 
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如果 r = 1 ， g = n - 1，或者 r = n - 1, <7 = 1,二阶方程 (2.25) 称为双曲型的.在 
这种情况下,如果当 s 一 A : 时4 = - 方程在说轴方向是双曲型的. 

如果 r = n - 1^ = 0或者 r = 0 y q = n - l 1 方程 （2.25) 称为弱抛物型的.具有 
权 P = 2这样的方程的子类组成彼得罗夫斯基抛物型方程.它们可以写成如下 形式: 

n— 1 n — 1 

W - [ W , t ) u XkXj + ^2 Q ( x ’， + c ( rr , ,^ = (2.50) 

fc,j=l k=l 

其中当⑺一 0 时 f b kj ( x ，， t 触 >0. • 

对所有 5 = ^0 的方程 （2.25) 称为具有非负特征形式的二阶方程， 

文献 [20] 中叙述了有关它的理论. 

• 现在考虑有关未知向量函数 

u ( x ) = ( ui ( x ), ••- y u N ( x )) 

的一阶偏微分方程组•设 A k ( x ), k = 1,••- , n , B ( a :) 是 n 阶方阵，/⑷= (/ i ( x ), …， 
Jn { x )). 那么一阶方程组可记为如下 形式： 

s ( x)u = /(X), (2.51) 

其中 x € O C R 1 且 g * = l ,--, n . 在自变 量中分 出一个 

自变量，比如说: r n , 并记为: r n = 假设在点 a : 0 =(工?，…， 4) 处 det A n ^ 0. 那么 
在点 x 0 的邻域中方程组 (2.51) 可以表为 

^ S Sfc ( z ) 盖 +。(咖 + 矽⑷， （2.52) 

其中 B k ( x ), A : = 1 ，…， n - 1， C ⑷是 AT 阶方阵，钟 r ) 是已知的向量函数.方程组 
(2.52) 的柯西问题是在点:的邻域求满足初始条件 

u lt = t 0 = #( 〆)，〆 = (工1，… ， x n 一 i ) (2.53) 

的方程组（ 2 . 52 )的解咖'，0,其中 < P ( x ，) 是在点耗= ( x ?， …的邻域中已知 
的向量函数. 

定理 I 3 (柯瓦列夫斯卡娅 II )如果矩阵 = 1 ,... y n - l , C ( x ) 的元素 
及向量 t /;( x ) 的分量在点 a : 0 的邻域内是解析函数，而向量 ip [ x ，) 的分量在点 < 的邻 
域内是解析函数，那么在点 a : 0 的某个邻4内存在方程组 (2.52) 满足条件 （2.53) 的 
唯一的解 u { x ), 其分量在这个邻域内是解析函数. 




柯西问题.特征.方程的分类 


问题（2.52)， (2.53) 的解析解的唯一性的证明可如对方程 (2.30) 解的唯一性的证 
明同样地进行，我们把这个证明留给读者.柯西问题（2.52)， （2.53) 解析解的存在性 
的证明将在第5章给出. 

在每一点 xen , 方程组 (2.51) 都对应着一个多项式 

它称为方程组 （2.51 ) 在点 X 的特征 形式. 对于空间5^中的向量€ = (6, ••- , Cn ), 
如果 * 

det |y^/4fc(i)^ fc | =0 ， " 

就说它在点 a ： 对方程组 (2.51) 有特征 方向. 其每一点的法线都有特征方向的超曲面 
称为特征. 

对方程组 （2.51) 可以提在 n - 1维超曲面 S 上具有初始条件的柯西问题.设方 
程 F ( x ) = 0在点 a : G 的邻域给出超曲面 S •在 S 上有初始条件的柯西问题是在点 
x °€5 的邻域中求方程组 (2.51) 满足条件 

u\s = (2.54) 

的解，其中#是 S 上已知的向世函数. 

设在点/处^ # 0. 那么，对方程组 （2.51) 作形如 （2.36) 的自变量变换，得 
到 ^ , 

n 、 o 

H 元⑼ ‘ + 云 ⑼ u = /(2/)> (2.55) 

其中矩阵 i n = E A k ^. 如果 

k=l dXk 

det g *。) 許。， 

即如果超曲面 S 在/ 点的法线方向不是特征方向,方程组 (2.55) 在点/ 的邻域中 
可对盖 解出.在这种情况下，当在点的邻域中矩阵 A k ( x) y /t = 1，…， n , B { x ) 

的元素 i 向量/⑷解析，函数 F ( x ) 及向量函数咖 ） 解析，对于方程组 （2.55) 以及 
初始条件 

^lyo = ^ (2.56) 

应用柯瓦列夫斯卡娅定理，则方程组 (2.51) 及初始条件 (2.54) 在点/ 的某个邻域 
中存在并且是唯一的解析解. 


设超曲面 S 是这样的，在5上 


V- . dF{x) \ 


这表明， S 是特征.在这种情况下方程组 (2.55) 可写成如下 形式: 




du 

dx k 


(2.57) 


其中在 S 上 det ^ = 0. 在超曲面 S 上，方程组 （2.57) 的右端（记为 0) 依照初始条 
件 (2.56) 确定.所以，如果问题（2.56)， (2.57) 的解以⑷存在，那么存在向量 


du _ (du\ dus\ 


它在 S 的每一点满足代数方程组 




(2.58) 


dF(x) 


并且因而在 S 上矩阵戈= ^ A k ( x )^^- 的秩应当等于相应于方程组 （2.58) 加 

上方程组右端向量函数 4(2/) 增广矩阵的^秩.增广矩阵的所有 AT 阶子式变为零就 
给出了初始给定的#与方程组系数之间在特征上的关系，如果具有特征 S 上的初始 
资料的柯西问题（2.51)， （2.54) 的解存在，上述的诸关系就成立.于是在特征 S 上的 
初始条件 (2.54) 不能随意给定，它们与上述的在特征上的关系有联系. 

我们来指出两类已很好地研究过的形如 (2.51) 的方程组. 

如果在 a : 点，当任意$ € 〆 0时 




#0, 


方程组 (2.51) 称为在点 x 处是椭圆型的.在区域中每一点 a : 都是椭圆型的方程组 
(2.51) 称为在区域内是椭圆型的. 

柯西-黎曼方程组是椭圆型的一个例子： 


尝-尝 = 0, 


dxi 3x2 

du2 du\ 
— — 

dx\ dx2 


= 0. 


(2.59) 


对方程组 (2.59), 


M = 


A2 = 


0 一 




当旧一 0 时 


2.2 柯西问题.特征.方程的分类 


det{Ai^i 4- — det 




= ^ + 


如果在 o : 点关于匕 的方程 


det |y^>ifc$fc| = 0 


(2.60) 


当 |《/| _ 0 时有 AT 个相异实根,方程组 (2.51) 就称为在点: r 在〜 轴的方向为双曲 
型的，如果当 |f| / 0 时，关于的方程 (2.60) 仅有实根，但其数目少于 AT, 那就称 
方程组 (2.51) 为弱双曲型的. 

描述一维声波和弦振动的方程组 



( 2 . 61 ) 


是在 t 轴方向为双曲型的例子. 

这个方程组的特征形式形如这-技.所以方程 （ 2.60) 关于& 的根对方程组 
(2.61) 具有形状 = 土 |6|， 它是实根且对 | 心 | 是相 异的. 

所举出的每一类方程组都具有自己的 特性. 有大量的文献致力于椭圆型方程组 
与双曲型方程组的研究. 


3 章拉普拉斯方程 


拉普拉斯方程 


d 2 u 





在数学物理和偏微分方程的一般理论中是最重要的方程、之 一， 它可简记为 Au == 0. 
在静电学、势论、流体动力学、热传导理论及物理学中其他许多分支的问题中都会 
遇到拉普拉斯方程，同样地在复变函数论以及在数学分析的各种不同领域也会碰到 
它.拉普拉斯方程是椭圆型方程最简单的代表.本章将要叙述拉普拉斯方程的解的 
基本性质.这些性质中有许多在某种形式上对于不同类型的椭圆型方程都是成立的. 
如所周知，任何解析函数都可表为 u ( x , y ) -f iv ( x y y ) 的形状，其中 u (: r ， 2 /) 与 v ( x ， y ) 
是拉普拉斯方程的解.所以拉普拉斯方程解的某些性质与解析函数的性质相似.有 
许多专著和文章致力于拉普拉斯方程的研究（例如，参看 [14 j , [15]). 虽然对拉普拉 
斯方程的研究始于18世纪 （ P . 拉普拉斯，1782年)，但其研究一直持续到我们的时 
代，并且一系列有价值的未解决的问题与拉普拉斯方程有关. 


3.1 调和函数.泊松方程.格林公式 

如果函数 u ( aO 属于 C 2 ⑼类， 并在区域内的每一点满足拉普拉斯方程 


An = 0, (3.1) 

就称函数为区域内的调和函数.如果没有相反的说明，在第3章中，区域 n 



调和函数.泊松方程.格林公式 


总假定是有界的.与方程 （3.1) 左边相应的微分算子称为拉普拉斯算子.形如 

△W = f(x) (3.2) 

的方程称为泊松方程.在区域 f 2 内的任意点满足 Au = /的 C 2 ( fi ) 类的函数 
称为泊松方程在区'域0内的解.这样的解也称为泊松方程在区域中的古典解. 

许多物理问题，特别是静电学和引力理论中的问题都导致泊松方程 （3.2) 的广义 
解的研究. 

在广义函数意义下满足方程 (3.2), 即满足 

( Ati , cp ) = (3.3) 

的空间 D ' ⑼中的广义函数 lx 称为方程 （3.2) 在区域中的广义解，其中 p e 

通常，考虑各种不同类型的广义解，它们是满足某些光滑性或者区域边界上性 
状的补充条件的普通函数.对空间 D(Q) 中的任意函数 tp(x )， 使得等式 

J uAipdx = J fipdx 

n n 

成立的厲于空间 L 2 ( Sl ) 的函数 u 是泊松方程广义解类型之一.上述等式称为积分恒 
等式.例如，对任意# € D ( n ) 满足积分恒等式 



的空间中的函数 u 是方程 （3.2) 的另一类重要的广义解.显然，对这样的函 
数 u ( x ) t 这个积分恒等式与 （3.3) 式等价 • 

在广义函数意义下在区域内满足拉普拉斯方程，即 • 

{ Auyip ) = ( u , Acp ) =0, D ( Q ). 

的空间中的广义函数 u 称为广义调和函数,或者在区域内拉普拉斯方程的广 
义解. 如同将在 3.11 节所说明的，任意的广义调和函数同样也是 f2 内的调和函数. 
这表明，对于拉普拉斯方程，在区域中引人广义函数不能扩充 fi 中的调和函数类. 
现在来建立称之为格林公式的积分关系式. 

设 n 是欧几里得空间％ =(仏… ，〜） 中的有界区域，其边界如属于妒类. 
设 W ( x ) 与 t ;( o :) 是属于 C 2 ( fi ) 类的函数.应用分部积分公式（参看 1.1 节)， 得到 

I v ^ dx= -JS- j ^ dx+ I v ^ Vjds - (3 - 4) 

这里，和通常一样 ， v = ( i ^ i , ••- , i / n ) M dQ 的单位外法向量, dS 1 表示如的面积元素. 




将等式 （3.4) 对 j 从1到 n 求和，便得到格林第一公式 


vAudx 


同样还有 


uAvdx 


f ^ dv du f du 

n 户 i dQ 

= -/E^^ + / u f d5 - 

n 户 1 dn 


(3-5) 


(3.6) 


由等式 (3.5) 减去等式 (3.6), 便得格林第二公式 


J (vAu — u ^ v)dx = J ( v 尝— w 裝)必. 


(3.7) 


在下文中，我们将会看到这个公式在研究拉普拉斯方程和泊松方程中有 大跫的 应用. 

附注1格林公式 （3.5) 与 （3.7) 对 C 2 ⑼ n C 1 ^) 类的函数 u (: r ) 与 V ( x ) 同样 
成立.为了证明这个断言，需要构造这样的区域 Q m 的序列： 


C fi m +i C fi ， U m f2rn 
在对的格林公式中令 m — 00而取极限. 


= fly dQ m e B 1 


3.2 基本解 

基本解概念是偏微分方程理论中的基础概念之一.对数学物理方程，特别是对 
拉膂拉斯方程,基本解有明显的物理意义. 

设 ， 

\ x ^ x °\= » 


其中/ = ( x ?，•••，#) 是空间 R ? 中的点,把它看作参数.如下函数在研究拉普拉斯 
方程中起着重要 作用： 


^{ x . x 0 ) = ^ ln | x - a : 0 |, 当 n = 2, 


(3.8) 

(3-9) 


其中叫是空间 R 2 中的单位球面的曲面面积•令 E ( x , x °) = £{\ x ^ x °\). 容易验证， 
在区域 R 2\{#} 内，函数 £( x ， x 0 ) 是调和函数，即 


△ 五 = 0 ， R^\{x 0 }. 


(3.10) 




实际上，如果函数 +) 仅仅依赖于 r=\x-x% 并且当 | a : - : r G | # 0时 t ; ⑷满足拉 
普拉斯方程，那么把 t ;( z ) 代入到 (3.1) 式就得到常微分方程 


(fiv (n - 1) dv 

△—P + V 2 ;: 0 ' 

容易验证，函数 £( r ) 当 |:r - rc G | _ 0时满足方程 (3.11). 

定义1如果函数 V{x,x°) 是空间 £>，阳) 中广义函数，并且满足方程 


(3.11) 


AV = S(x - x°) 


(3.12) 


其中广义函数 6(x) 是狄拉克 函数: 


{S,(p) = (p{0) <(5(x-x°), (p{x)) = 

那么 V( Xl x°) 称为拉普拉斯方程的基本解. 

我们来说明函数 E{x^) 是拉普拉斯方程的基本解.因为 E(x iX Q ) 在 R 2 中 
是局部可和函数，所以 E(x y x°) € ^( R ；). 我们来验证它使方程 (3.12) 成立•设 
<pe D ( R ^). 根据广义函数的导数的定义 

(AE,ip)^(E,A<p). 

其次，因为 E ( X ) x °) 是在旧中局部可和的函数,那么 


(E, Aip) = J E(x,x^)^{x)i 


= i^o 


E(XyX°)Aip(x)dx, 




其中 Qf 表示球心在点/、 半径为 e 的球体.为了计算上述极限，应用格林第二* 
式.我们有 


R 5\ Q ? ( 


E(x f x°)A(p(x)dx = J /^E{x,x°)ip(x)dx+ J 〈 E 為一 dS 、 (3.13) 

^\Qf sf 


其中 〆 是半径为 e 、 球心在点/的球面的内法线方向,这个球面用表示.根据 
等式 (3.10) 

J AE(x, x°)(p(x)dx = 0. 


^\Qr 



我们来证明在等式 （3.13) 中的最后一个积分当 e ^ O 时趋于 ^( x °). 我们有 



其$常数 G 不依赖于 q 因为 E ( x ， x 0 ) 在 Sf 上为常数且等于 f ⑷，而 p 的导数 
在 H 上有界.显然当 e — 0时 £{ e ) e n - 1 0. 容易看出， 



Qf' -I—n 

因为心=在球面發上 成立. 所以当 e — 0时取极限，等式 （3.13) 左边等 
于以因此 ， n 


(AE.tp) = (E, A(p) = (p(x°) = (rf(x - x°),y?(x)). 

这表明函数 S(x,x°) 满足方程 (3.12). 在 n = 3 的情形，函数 C£ ； (x,x°), 其中 C 为 
常数，是静电场的势，这个场是放置在点/处的点电荷产生的.此外 C£ ； (:c ， :rQ) 也 
可看作是在中，在点/存在点状热源时确定温度稳定分布的函数（参看 2.1 节). 


3.3 借助势表示解 

设 u ( rr ) € C 2 ( fi ), 像前面一样，用 Qf 表示半径为 e 、 球心在点: r Q 的球体，而用 
Sf 表示半径为 e 、 球心在点/的球面•设 Qf C 以及 = n \ Qf . 把格林第 
二公式（3. 7 )应用于区域仏及函数 u ( rr ) 与 E ( Xj x °). 我们有 

J(E Au - uAE)dx = / (^^ - dS + J ^ - dS , (3.14) 

dn s * 0 / 

其中 〆 是的内法线方向•等式 (3.14) 对任何充分小的 e 成立.等式 （3.14) 右边 
的第一个积分与 e 无关.现证明，当 e — 0时，等式 （3.14) 右边的对發。的积分趋于 
u ( x °). 易见， 

J E d^ dS • 广 1 7 為 <C l£ "- 1 |5(e)|, 



其中常 数 G 不依赖于 e , 且当 e — 0时^ 0. 因为在拉°上 


3 E 一 dE 
di / ~ du 


那么 


气一 /。 U ^ d ) = - 0 

这里我们应用了已知的对于积分的中值定理 

f UdS = UJn^ 


= lim ^ f 

e-*0 U n J 


udS = 7 i ( x °). 


Mx e ) 


其中 x ff € #°, 并用到了 u ( rc ) 在 n 中的连续性.所以在 （3.14) 式中令 e ^ O 而取极 
限，得到 ' 

u ( x °) = J ( w 尝 - E 尝 ) dS + j EAudx . (3.15) 

• ou V n 

如果在中 △“ = 0, 那么由 (3.15) 式得出 

Of (咖 严 (二 1 。) - E ( X ， X °) 聲) dS . (3.16) 

an 

公式 （3.16) 给出了在 C 2 ( U ) 类中调和函数 u (: r ) 在区域0的任意一点/处，通过 
u ( x ) 在 dQ 上的值及在⑹上的法向导数的值的调和函数的表达式.由公式 
(3.16) 可以得到许多重要的结果. 

如果在 n 中 △“ = /，那么由公式 (3.15), 对任意点/ € Q 有 


; (^°) = J f ( x ) E 、 x ， x Q 、dx + j ( tx ( x ) 


dE { x , x °) 


一 S ( x ，？) 


0 、9 u ( x ) 


dv 


dS . (3.17) 


形如 


uo ( x °) = / (Lq{x)\x - x °\ 2 ~ n dx , n > 2. 


(3.18) 


的积分称为在 n 内密度为 ao ( x ) 的体积势或牛顿势.形如 

Ui ( x °) = f ai { x)\x - X°| 2 ~ n d5, n > 2, 


(3.19) 


的积分称为在沉2上密度为 ai ( x ) 的单层势，而形如 


U2 { x °) = J a 2 ( x ) 


d \ x - x°\ 2 ^ n 


dS ， n > 2, 


(3.20) 
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的积分称为在沉2上密度为 a 2 { x ) 的双层势.在 n = 2的情形可类似地定义牛顿 
势或对数势，以及单层和双层势.同时在积分（3.18)，（3.19)， (3.20) 中需要把函数 
|x - X 0 ] 2 —代之以函数 一 Ink - #1. 

由公式 （3.16) 推出，任何 C 2 ^) 类调和函数可以表示为沉2上的单层势与双层 
势之和,其密度是由 g 与 w 在沉2上的值确定的. 

(3.18) 〜 (3.20) 当 f =3 及 n = 2 时所谓的势的物理意义在 [10 j , [12] 两书中作 
了详细清楚的解释.正如我们已看出的，在 n = 3的情形，放置 在点/ 处的点电荷 
q 所造成的电场强度，在测量单位的适当选择下等于函数咖_ x °| 2 - 的梯度/这个 
函数称为已知电场的势.显然，牛顿势 (3.18) 的梯度确定了放置在区域 n 中的电荷 
所产生的 K\U 中的电场强度，其电荷密度等于 a 0 ( x ). 单层势 (3.19) 是放置在如 
上,其面密度为 a x ( x ) 的电荷在 R ^\ dQ 中所产生的电场的势.双层势 （3.20) 的梯度 
确定了置于面密度为 a 2 ( x ) 的曲面上偶极子所产生的静电场强度. 

易见，如果 A 与 a 2 是 C°(dQ) 类函数，那么函数 〜(/) 与 u 2 {x°) 在 R 2 \如 
内是调和函数，因为对任意点 x ° GR^\dQ 


Aui = J ai A|x — x °| 2_ n d 5 = 0, Au2 = J a2 ^ A|x — x°\ 2 ~ n dS = 0, n > 2. 


(当/ GR^\dQ 0 t (3.19) 与 （3.20) 在积分号下对点的坐标微分是合理的，因为 
当/ _ z 时 | x - x °| 2 ^ 对点 a : 与/ 的坐标是无穷次可微的函数 .） 于是积分 (3.19) 
与 (3.20) 在区域中确定了拉普拉斯方程的两族特解.密度 ai 与 a 2 是 C G pn ) 类 
中任意函数.同样可以得到，当 a 0 { x ) € C °( n ) 时,牛顿势 （3.18) 是 ] R 2\ n 内的调和 
函数，因为对任意点 x ° € R 2 \ 


Aii 0 



(3.18) 式在积分号下可以取微分，是由于当/ e R 2 \H B 寸,被积函数对点/的坐标 
的导数，是0中： r 的连续函数. 


3.4 基本边值问题 


在这里我们来叙述拉普拉斯方程和泊松方程的古典提法的基本边值问题. 

X 子拉普拉斯方程来说,最简单的与研究最多的是狄利克雷问题,它还被称为第一 
边值问题.所涉及的这个问题的可解性和它的解的性质的结果是深入和完整的（参看 
综述性的文章 [14]). 有关拉普拉斯方程狄利克雷问题的精彩结果属于 A . 庞加莱、 N . 
维纳 （ N . Wiener ). M . B . 凯尔迪什 （ M . B . Keji ^ im ), M . A . 拉夫连季耶夫 （ M . 
A . JIaBpeHTbeB ) 和 M . r . 彼得罗夫斯基 （ M . r . IleTpoBCKHii). 




拉普拉斯方程的狄利克雷问 题是： 在 n 内求 c 2 ( fi ) nc o ( n ) 类的调和函数 u ( x ), 
使其满足边界条件 

u\on = (3.21) 

其中屯是上给定的连续函数. 

另一个最简单的边值问题，也是在应用中最常遇到的，是诺伊曼问题,或者，如常 
常称作的，第二边值问题，拉普拉斯方程的诺伊曼问 题是： 在 n 内求 c 2 ⑴)门口⑼ 
类的调和函数 tx ( x ), 使其满足边界条件 


=屮， 


(3.22) 


其中屯 是在 dn 上给定的连续函数，#是沿外法线方向的导数. 

OV 

在物理应用中，同样常常遇到所谓的拉普拉斯方程第三边值问题，或称为拉普拉 
斯方程混合问题.这个问 题是： 在 n 内求 c 2 ( fi ) n c l 类的调和函数，使其满足形如 


(du 


l ) =屯 
/ an 


(3.23) 


的边界条件，其中 a 是如上的某个已知函数， 屯是 dn 上给定的连续函数. 

对泊松方程也可类似地提狄利克雷问题、诺伊曼问题和第三边值问题. 

现今对椭圆型方程，特别是拉普拉斯方程，已研究过其边界条件含有未知函数的 
更高阶导数的边值问题.然而在我们的教程中仅考虑与边界条件 (3.21), (3.22), (3.23) 
相应的基本边值问题. 


3.5 算术平均定理.极值原理 

我们来建立调和函数的重要性质.相应的定理可由格林公式和借助于势表示的 
调和函数表示公式,作为推论而得到. 

定理 I 4 (关于热流）设 u (: r ) 是在内的 C 2 ( fi ) 类调和函数 ，沉2 e S 1 •那么 


dS = 0. 


(3.24) 


证明在区域内应用格林公式 （3.5) 于函数 u ( a :) 及 t ; ⑷= 1. 在此情况下, 
由 (3.5) 式推出关系式 (3.24). □ 

这个定理有如下物理解释.如果 u ( a :) 在充满区域 fi 的均匀各向同性介质内部 
给出稳定的温度分布，那么准确到与所选测量单位有关的常数因子， 


-/ 






定理 16 (关于球的平均值） 设在球内的调和函数 1x ( 0 :) 属于 C °( Qn ) ^ 


那么 


U ( X °) = / 咖)血， 

Q «° 

其中〜表示 n 维空间 R2 中半径为1的球的 体积. 

证明把等式 (3.27) 乘以 ojW 1 ， 并从0到 fl 对 p 积分.得到 


(3.28) 


n n 

u(x°) J cj n p n ~ l dp = J J udS dp. 


(3.29) 


因为 

R R I \ 

J u n p n ~ l dp= i K n R n , J J udS I dp = J u(x)dx ) 

0 0 W / 时 

那么由等式 （3.29) 推出定理的论断. 口 

关于球的平均值定理可以作如下的推广，它如同定理15, 16 —样，有重要的应 


定理17 设是闭区间上的连续函数并设 

A ( R ) = j ip(\x — x°|)dx ^ 0. 

那么，若 u(x) 是球 Q 曾内 C°(Q^°) 类的调和函数，则 

U ( X °) = A ( R ) / u (咖( I 1 - :°叫 

证明将等式 (3.27) 乘以 u n p n - Mp ) 并从0到 ii 对 p 求积分.我们有 


(3.30) 


R R 

u{x°) J ip(p)u n p n ~ l dp = J J wp(p)dS d P= J u(x)(f(\x - x°\)dx. 

0 0 W ㈣ • 

由最后一个等式可推出关系式 (3.30). □ 

推论1设区域％ Cfi 且％内任意点到 dS 2 的距离大于 e . 那么在内的调 
和函数 w(x) 的磨光函数， (x) 当 /i<e : 时在区域中与函数 tx(a:) 重合，即当任意 





由定理 19 推出如下论断. 

定理20设在 fi 内的调和函数 u(x) 属于 C °( n ) 类，设 m = minu(x). ^ 
u(x°) = m 与 x 0 € 则在 n 内 u e m. 

为了证明这个断言，只需考虑函数 -u(aO, 并对其应用定理 19. 

由定理19与定理20直接推出 

定理21设在 n 内异于常数的调和函数 u{x) 属于 C °( H ) 类，则对任意 xen 
成立不等式 

minu < u(x) < max u (3.31) 

推论 2 拉普拉斯方程的狄利克雷问題的解是唯一的. 

证明由定理 21 推出，如果在 0 内 Au = 0, u e C °( n ) 且 u| on = 0, 那么在 
内 w 三 0. □ 

今后，我们将要应用如下的引理4与引理 5. 

引理 4 设函数 u(x) e c 2 (fi)nc°(n) 且设 Atx > o 在 n 内成立.那么对于任 
意点 X G ^ 

u{x) ^ max ii. (3.32) 

如果 u{x)e c 2 (n)nc 0 (n) 且彡 o 在 n 内成立，那么对于任意点 xed 


u { x ) ^ minti . 


(3.33) 


证明先证明不等式 (3.32). 可以认为在 n 内 u > 0,因为在相反的情况下可对 
u { x ) 补加一个充分大的常数 C 使得在内 u + C 7 > 0,而对于 u + C 来说仍可满足 
定理的条件. • 

设 

u { x ) = v { x )( l - e \ x \ 2 ), 

其中 e 为一常数且如此之小使得 （1 - e \ x \ 2 ) > 0在 ft 内成立.对函数 t ;(: c ) 在内 
得到形状如下的关 系式： 


d 

Au ( x ) = (1 — e \ x\ 2 )^v — 4 g xj 一 2 env > 0. 


(3.34) 


如果 +) 在点: r 0 e f 2 取最大值，那么在此点 j = l ,..., n , t ;>0, 
因此 J ^ 


(1 一 e | x| 2 )Av - 一 2 env < 0, 



这与 (3.34) 式矛盾.所以对任意点 xeQ 


v(x) ^ maxu, 


这意味着，对任意充分小的 e > 0 


w(rr)(l - e|:r | 2 ) - 1 < max(ti(x)(l - e|® 卩广 ) 

在不等式 (3.35) 中令 e 趋于零，对任意点 a: e f) 得到 

u(x ) 彡 I^xu(x). 

如果仏 < 0,那么 △(-U) 彡0,因此按照前面所证明的 


(3.35) 


一咖）< max(-u(x)). 


以-1去乘这个不等式,得到 


u { x ) ^ -max(-tx(x)) = minti, 

这就证明了不等式 (3.33). □ 

引理 5 设有在内异于常数的调和函数 u(x), u € ，并设 u(:r ) 在点 

x，G S %° 取最小值.若 在点〆 处存在导数其中 7 是与邱 。在点 o:' 处的外法线 

方向成锐角/3的方向，则 

du ( x , ) • 

< 0. (3.36) 

证明在区域 Q = Q x n \ QB 内考虑函数 

w ( x ) = |x - x°| 2 - n - fl 2 - n 当 n > 2， 

^) = ln j^o|- ln S 当打 = 2 . 

正如我们已在3. 2 节证明的，在12内 Aw; = 0. 如果常数 e > 0充分小，函数 

v ( x ) = u { x ) - w(x’) •一 ew ( x ) 

在区域 fi 的边界上非负.实际上，在碎°上 v(：r) = ix(rr) - u ( x f ) ^ 0,并且根据定理 
21，在说°内 +) - u ( x f ) > 0,这表明，在上衫⑷ - u ( x f ) ^ a > 0 ( a 为常 数). 
所以，如果 e 充分小，在_上 v(z) ^ a - ew >0. 因为在内 △” = 0,那么根据 
定理21,对任意点 x € 0 

v ( x ) ^ imnt;(x) = 0. 
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这样一来，在 n 内> 0及 via /) = 0. 所以彡 0. 这意味着 

e^l = -( n - 2) R ^ cosp . (3.37) 

因为按照引理的条件 COS 0 > 0,那么上述不等式就证明了引理5的断言 

3.6 格林函数.球的狄利克雷问题的解 

在这里我们来研究拉普拉斯方程第一边值问题的格林函数.在椭圆型方程边值 
问题理论中，格林函数的概念有重要意义.格林函数有明显的物理意义.下面我们就 
来解释这一点. 

设 4 a :) 是第一边值问题 

△w = /， 在 fi 内； u|an = ^ (3.38) 

的解，且设 Tx (: r ) € C 2 ( H ), dileB 1 . 那么,根据表达式 （3.17) 有 

Of f、 x 、 E ( x ， xQ 、 dx + f ^ - dS . (3.39) 

n da 

设对任意固定的点 / e A 函数 g ( x y x Q ) 在区域 n 内是点 o : 的调和函数并设 
p ( x , x °) 作为 x 的函数属于0(印类.那么依照格林公式 （3.7) 有 

° = / f ^9( x , x°)dx + J ( u ( x ) dg (》:) - g ( x , x 0 )^^-) dS . (3.40) 
q an 

假设,对任意 / € f 2, 函数 g ( Xl x Q ) 满足条件 

g ( xyX°)\dQ = - E ( x , x °)| an . 

那么，将等式 （3.39) 与 (3.40) 相加，得到 

u(x°) = J { E { x , X 0 ) + g ( x , x °)) f ( x)dx + J ( 娜 : 广 ) + 制 : 广 ) ) u ( x ) dS . 
n an 

•函数 

G ( x , x °) = E ( x 1 x °)-\- g ( x 1 x °) 

①这是就 n > 2 的情形所给出的结果，当 n = 2时由上述，取 w ( x ) = Inj -^ - ln ^ 同样可 
得出译者注 • x x 
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将称为拉普拉斯方程第一边值问题的格林函数.容易看出，格林函数 G ( x , x °) 可由 
下述性质唯一地 确定： 

1. G(x,x°) = 丑 ( x , x 0 ) +夕 ( rr , x 0 )， 其中 g( Xi x°) 作为 rr 的函数属于 C 2 (U ) 类且 
Ag = Q 对任意参数 x°eil 成立. 

2•在沉2上，对任意参数/ e n 有 G ( x , x °) = 0. 

由条件1与2推出，在内△々= 0,在执7上 g = - E . 用这些条件可唯一地确 
定函数因为若存在满足这两条性质的函数仍与仍，则△(仍-仍 ） = 0在 
fi 内成立，而在沉2上仍一仍= 0,根据定理21,在 f 2 内仍-仍 s 0. 

容易看出，若对固定的/ e 把 G ( x , x °) 看作是 D f (Sl) 中的广义函数，那么根 
据 3.2 节，在 fi 内 

AG = AE -{- Ag = S(x — x °). 

于是，若在内存在第一边值问题 （3.38) 的解 u ( x ), u(x) e C 2 ( H ), 对存在格林 
函数，则对任意 X°en 

u ( x °) = J ⑽ - 、;:、 休、 dS + J G ( x , x °)/( x ) dx . (3.41) 

an n 

定理 22 ( 格林函数的对称性） 设及 x 0 ea 那么 

G(x\x°) = G(x° y x l ). 


证明在区域仏= n\(Q x e °UQf) 内应用格林公式 （3.7) 于函数 +) = G( Xl x l ) 
及 V ( rr ) = G{x,x % 其中 e 如此之小，使得 Qf C n 及 Q ? 1 c J 2. 考虑 到在％ 内 
△u = 0及 △!； = 0,在 dil 上 w = v = 0,得到 



{ u t- v ^) dS=0 ' 

其中1/ = (^，…，^)是發°及拉 1 上的点的外法线方向. 

应用表示式 

u ( x ) = 五 (工，工 3 + 夕(工，^)， v { x ) = E { x , x °) + g ( x t x °) 
并在等式 (3.42) 中令 e — 0,如同在证明 (3.15) 式那样，得到 


(3.42) 


这就证明了定理 22. 


0 = 0 , 


□ 
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显然，函数 - G ( a :，: c Q ) 在边界如上温度等于零的条件下给出了在 Q 内部的温 
度分布,而 在点/ 有一个产生热量等于1的热点源.函数 - G ( x , x °) 也可解释为 n 
内电场的势，这个电场有一个位于点:的点电荷，同时这个势在上等于零. 

对区域0求格林函数意味着求在 n 之外电荷的分布，使得这些电荷与放置在 
属于 n 的点/的电荷给出这样一个 电场： 它在如上的势等于零. 

当能够构造出格林函数时，由公式 (3.41) 可以得出在区域 fi 内求解狄利克雷问 
题的明显公式.例如空间2^中的球就是这种情况. 

那么，设 Qi 是中心在坐标原点、半径为 ii 的球.需要选择位于球外的一 
点 rr 1 上的电荷，使得对应于点 rr Q 与X 1 的点电荷的电场的势在球面路上为零.结 
果是,需要取关于球面0% 与/ 对称的点作为 

我们记 p= |x 0 |, 仍 = la^l，r = \x - a:°|, r x = |x - a^l •点 a: 1 位于由坐标原点出 
发、通过点 rr G 的射线上，且 m =炉.我们来验证，对于球郊 

G ( x , a : 0 ) = £：(| x - x 0 |)-f (^| x - x l |), 

其中，如前面那样， E(x,x°) = 5(|x-x°|). 显然， S (^|x-x l |) =E (^x, ^ 1 )当 

时是点 a : 的调和函数.所以仅仅需要验证对任意: r Q e G ( rr ， x G )| w = 0. 
设点 O 是坐标 原点， 且 rre 邱 •当2 ：€碎 时考虑三角形: r G ar, 与 dOrr. 容 
易看出，这两个三角形相似（参看图 3.1), 因为它们有公共角 ^ Ox , 而由于由条件 
PPi = R 2 所选的点: r 1 使得夹此角的两边成比例,所以 

P R 
— = — 

R Pi 

由上述三角形的相似推出 

p R r 

-=—= — • 

R Pi r x 

t 

由此推出，当X e S 备时， r = ^ r u KMxeS % 

G ( x , a : 0 ) = f ( r )-5(| r 1 )=0. 


根据公式 (3.41), 对于使得在 S% 上 u = rp 的属于 C 2 (Q° r ) 类的调和函数 u ( x ), 
当 x G Q % 时有 

u ( x °) = f dG ^ X °^(x)dS. (3.43) 

现在来计算当 a ： €玲， a :。 € 时的我们有 

因为当 M 5备时， r = | n , 那么 r(|：T 一 0：。|) = r (会 |rr 一 X 1|) ， 所以 在战上 

dG{ ^ x0) =£\\ x-x°\) \ d \ x - x °\ 一 Pdjx_-^\] 
du U ,； dv R dv 

J • 

显然，在点 a : 的导数 - lX ^ X ° l 等干 S% 在点 x 的外法线方向与 Wo : 方向夹角 
00 的余 1 弦，因为 |：r - x Q | &点 X 沿垂直于 / a : 的方向的导数为零.同样可得到， 

1 在点 x 等于 S% 在点 x 的外法线方向^/与 Wo : 方向夹角仇的余弦.由三 
角形 x°Ox 与三角形 x l Ox 得出 


(3.43) 


p 2 = i? 2 + r 2 一 2fircosA), 
p\ = R 2 + r\- 2Rr x cos/?!- 


所以当邱时 


dGjx.x 0 ) 

dv 


在上式中把。 = r ，仍 


: = s'(r\ \ R2 + r2 -P 2 _ P( R2 + r ? - Pi) 
V J 2Rr W^[ 

=— 代人,便得 
P 

dG(x lX °) _ c ,l 、 R 2 -(? 

50 ' • 


容易看出， E f {r) = - i - r 1 -. 所以当 : r e 邱时 


dG(x,x°) 

dv 

于是公式 （3.43) 可记为如下形 式：. 


1 R 2 - p 2 

50 cu n R r n 




xl)(x)dS. 


(3-44) 



格林函数.球的狄利克雷问题的解 


.65 


以7表示方向 o / 与 Orr 之间的夹角，那么公式 (3.44) 可以表示为如下形式： 

崦。) = ( ~: Wco S 研 雜. ( 3 : 45 ) 

S °R 

等式 (3.45) 右边的表达式称为泊松积分.假定狄利克雷问题 


Au = 0 在 Q% 内， u \ s o r = tP (3.46) 

的解 u (: r ) 存在并且属于 C 2 (或）类,我们便得到了这个解用泊松积分表示的式子. 

现在来证明，公式 （3.45) 对任何在5^上连续的函数 岭给出了 Q % 内狄利克雷 
问题的解.为此，需要验证由公式 （3.45) 给出的函数在内是调和函数，并 
且在 S & 的各点有与函数0重合的极限值. 

因为根据格林函数的对称性，当 x e X 0 # x, G ( x y x °) = GbV), 并 

且 G ( x lX °) 作为: r 的函数，按照定义当 / 固定与 a: _ /时有 AG = 0,那么，如 
果把 G ( x lX °) 看作/ 的函数，当一 a : 时 AyG = 0. (我们用表示对变量 
的拉普拉斯算子 .） 当/ €奶时,等式 （3.43) 中的积分可以在积分号下 
对点/的坐标求导数.所以，当/ e 时有 • 

A x o U (x°) = J — a °^ l3：0) ^(x)d5 = 0. 

S°n 

现在证明，当: r 0 — X € 5备时 u(x°) rp(x). 为此，注意当矽 E 1时狄利克雷问题 
(3.46) 显然存在解 ti ( a :) e 1. 因为函数 u ( a :) e 1属于 C 2 威) 类， 那么由公式 (3.44) 

1 =去 / ¥ dS ，卿 =Sf ^■卿 dS . ( 3 . 47 ) 

邛 s° R 

^ kx°)-^)k m ^ m dS . 

S°H 

我们来证明，若 | o: G -到 < (5 且 ( J 充分小，则 \ u ( x °) -分 ( J )| < e . 因为 ^( x ) 是邦上 
的连续函数，如果|2： - <心，那么 \ rp ( x ) -必(£)| < |•以％ 表示％内球面郑 

与球 | o : - < &的交.我们有 

f m ^ m dS+ ^zf r m - m dS , 

J r n u n R J r n 
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如果 \ x °- x\<SRS 充分小，那么当 xeS ° R \ a 6l Bir n > a >0 ,a 为常数.因为当 
/ — £时 R 2 - 〆 — 0,如果5充分地小，那么 (3.48) 式右端第一项小于^其次， 
由于公式 （3.47) 的第一个等式， ‘ 

因此，对于任意 e > 0•如果 |: r 0 一 £| < 有 \ u ( x °) - 训 £)1 彡 e . 于是，我们证明了 
在 Q % 中由公式 (3-44) 给定的函数 u ( z ) 在邱上等于也这就给出了狄利克雷问题 
(3.46) 的解. 

作为推论，由泊松公式 (3.44) 得到如下 定理： 


定理 23 (哈纳克 ( Harnack ) 不等式）设在球（％内的调和函数 tx ⑷属于 
C °( Q ° r ) 类且在内 u ( x ) ^ 0. 那么对任意点 z 0 e 成立不 等式： 




(3.49) 


其中 u (0) 是 u ( x ) 在球奶的中心的值， P = | x 0 |. 

证明根据狄利克雷问题解的唯一性，依照前面所证明的，函数 u ( x ) 可表为泊 
松积分 (3.44) 的 形式： 

丑 2 - P 2 一 』 


咖 0) = 5/ V ^， 


S°R 


由三角形 xOx ° (S 3.1) 得到 


R-p^r^R-\-p, 

因此， 

fl 2 -^ R 2 - p 2 R 2 -p 2 
(R + p) n 、 _ r n ~ 彡 (R - pY • 

所以当 u >0 

丄 ( 二 ): -I / Ud5 “(:。) < p)n-X /^ 5 ' 

5 « S° R 

应用 3.5 节关于球面的平均值的定理15,便得到不等式 (3.49). □ 


3.7 边值问题解的唯一性和对边界条件的连续依赖性 

在本节，我们将研究基本边值问题的古典解，这一点在 3.4 节已经提到过了. 
我们将得到边值问题解的估计，由此便可推出解的唯一性和解对边界函数的连续 
依赖性. 
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由极值原理可以直接推出关于拉普拉斯方程狄利克雷问题解的唯一性和解对边 
界函数的连续依赖性定理. 

定理 24设 u ( x ) 是 C °( fi ) 类的、在 Q 内的调和函数并设 ii| an = 4.那么对任 
意点 x e 

| iz ( x )| ^ max |^|. (3.50) 

证明因为 u (: r ) 是在0内的调和函数并属于 C °( n ) 类，那么根据 3.5 节的定 
理21，对任意点 xen 

min ^ ti ( x ) ^ max 0. 

由这两个不等式显然可推出估计式 (3.50). □ 

如果 m ⑷与 Mx) 是属于 C°(n) 类的、在 Q 内的调和函数，且 uxlan = 
分1, u 2 \an = ^ 2 ,那么对二者的差 u = ui-u 2 应用定理24,便得出在 Q 内 

卜 1 ⑷一 t/ 2 (x)|< max |^i -^ 2 |. 

ail 

由此不等式可推出狄利克雷问题解的唯一性：如果 A =也，那么^ E u 2 , 以及推 
出解对边界函数岭的连续依 赖性： 如果 IA -也 I < e 在上成立，那么在内 
M ®) - u 2 ( x )| < e. 

下述定理建立了泊松方程 Au = / 的解对其右端项/⑷以及 u 在如上值的 
连续依赖性. 

定理 25 设 ti (： r ) A 方程△以=/在 n 内 的解， u 属于 c 2 ⑼门 c °( n ) 类. 那么 
对任意点 xen 


min u — Mi sup |/| ^ u ( x ) < max u-h Mi sup |/| 


(3.51) 


其中是仅依赖于区域的常数. 

证明设 Z = supW , M = sup |/|,考虑函数 t ;( x ) = 显然，在内 

n n 2 n 2 n 

△v = —1 并且 v ^ 0 . 其次考虑函数 t ； i ( x ) = u(x) — Mv(x) R V2(x) = u(x) H - Mv(x). 
因为在 n 内 ，△的 = Aw - MAv = / + M > 0, 那么根据 3.5 节的引理4,对任意点 
x ei} 


Vi (x) < maxvi(x) y u(x) - Mv(x) ^ max(ix - Mv). 
由于在内 Afv > 0, 由此得到 


t 

u ( x ) ^ maxu -h Mv(x) ^ maxtx -f — sup |/|. 
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同样地有心 2 =仏+ MAv = /- M <0 在 f 2 内成立，并且根据 3.5 节引理4,对 
任意点 x e fi 有 

/2 

V2 ( x ) ^. imnt » 2 , u { x ) ^ mini / — Mv ( x ) > minw — — sup |/|. 

于是在不等式 （3.51) 中可以取 f 作为常数 Ml 

由关系式 （3.51) 直接地得出， Xt 满足定理25条件的函数 u (: r ) 成立如下不 等式： 

/2 

卜 ( x)j < i^cN + ^ sup |/|, (3.52) 

由此可推出泊松方程狄利克雷问题的解的唯一性及对函数 f 与少 的连续依赖性. 

形如（3.50)， (3.51), (3.52) 的估计常称为第一边值问题的解的先验估计，因为它 
们是在问题的解存在的假定下得到的. 


定理 26 设 u ( x)e (^(?2),在内 Atx = /以及 u\oq = 0. 那么 

/_ 2 + u 2 j dx^Mz J p { x ) dx , 

其中常数地仅与区域 Q 有关. 

证明将方程 Au = f 乘以 u 并且在区域内对其积分.得到 


(3.53) 


J uAudx = J fudx . 

n n 


对所得等式进行分部 积分： 

li ^ 2 dx 'H u ^ vids = ~l fudx - 

因为 Wan = 0,那么，在 1.1 节证明的弗里德里希斯不等式对 u ( a :) 成立， 


(3.54) 


/— 麟) 


dx , 


(3.55) 


其中常数 C 仅与区域有关.其次，把柯西-布尼亚可夫斯基不等式应用于等式 
(3.54) 右端并利用弗里德里希斯不等式，得到 


/ 瓣 



( 菪 ) 


dx 





由此推出 
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im )、 中， 


(3.56) 


由这个不等式及弗里德里希斯不等式 (3.55) 推出 


J u 2 dx ( C 2 j f 2 dx . 


(3.57) 


将不等式 （3.56) 与 （3.57) 相加,便得到估计 (3.53), 并且 M 2 = C + C 2 , 其中 C 是弗 
里德里希斯不等式中的常数. □ 

估计 (3.53) 描述了在 H l { Q ) 范数下泊松方程狄利克雷问题解，当方程的自由项 
/( ㈡ 在 L 2 ( n ) 范数下有改变时，解的改变. 

现在我们来考虑第二边值问题,或称诺伊曼问题. 

定理 27设区域0 具有这样的 性质： 对于每一点 a: 1 € 存在半径为5的 
球它的边界包含着点 a : 1 ， 而这个球的所有的点均位于内.那么第二边值问题 
(3.1)， (3.22) 的两个解之差等于常数. 

证明设 Ma :) 与叱⑷是 C l ( U ) 类中在内调和的函数，它们满足边条件 
(3.22). 那么 tx ( x ) = u x ( x )- u 2 ( x ) 厲于 C l ( U ) 类，在 fl 内 如= 0且尝 =0. 

设 u ( rr ) 在如上的点 rr 1 处取最小值.如果 ti ( ar ) 不为常数，那么对位于并且 
在其_界上包含有点 z 1 的、半径为 J 的球应用 3.5 节的引理 5. 根据这个引理 
^^<0. 所得矛盾证明 tx s 常数,这就是所要证明的. 口 

于是,拉普拉斯方程第二边值问题的解的被确定准确到常数加项. 

现在来证明诺伊曼问题解对边界函数0的连续依赖性.首先证明诺伊曼问题解 
的先验估计. 

定理 28 设区域满足定理 27 中所叙述的条件.设是 C J ( fi ) 类中在 
内调和的函数并且那么存在常数 G 及这样的常数 M , M 仅与区域 
n 有关，使得对任意的点 xen 


|tx(a?) — Ci I < Mi max|^|. 


(3.58) 


证明设 H 一 0 .如果分三0,那么依照定理27,在 Q 中 u 为常数，不等式 
(3.58) 是显然的.考虑函数 

v{x) = 



显然， Av = O^EQ 内成立， t ; e C 2 ( Q ) n ⑺⑼，在如上 f 彡 i . 为了证明定理 

ov 

28, 我们只需证明，可以找到常数 C 2 使得 | t ; - C 2 | 彡 恥，而常数从仅与区域 S 7 有 

关. 取 C*2 = mint ; 并令 w = v — C 2 . 显然 ， w ^ 0 且在内有 At /; = 0,在如上 
n 

完“ 现在来估计切•设 P ◦是如上使切取最小值 的点. 显然， w ( P 0 ) = 0(# 
看图 3.2). 



图 3.2 


我们来证明，在区域 n 中可以找到一点/ 它 k 边界距离大于 a ， 使得 w ( J \) < 
JM 2 , 其中常数 A / 2 仅与空间％的维数 n 有关，而常数 a > 0仅与5有关.依照 
定理的条件, 对点代 存在中心在点 Oi 的球 Q & 它完全位于 fi 内，它的边界含有点 
P 0 . 考虑中心在点 A 与作连接线段中点/、半径为_的球 Q [以 p 表示球 
与垂直于线段 x G P 0 且穿过线段：中点的平面的交.在由 g 与球 Q 4 的边界含有 
点丹 的那一部分所界限的区域中，考虑如下 函数： 

当 n >2， 

V ( x ) = 6 (- ln|:r 一 x 0 | + ln 0 , 当 n = 2. 

正如在 3. 2 节所证明的，在 R 内 = 0 并且 V e C 2 ( n ). 因为在％内仿彡0, 
在如 i \ 分上 F = 0, 那么在 \ 夕上初 - V 彡 0. 可以断言，在 p 上可以找到 
这样一点 A ,使得 w { P ,) - V { P l ) < 0. 实际上，如果在 p 的所有点上成立不等式 
w-V ^ 0 , 那么，根据调和函数的极值原理 （3.5 节定理 19), 在^内 ti； - K 彡 0. 
因为 w ( P 0 ) = 0, V ( P 0 ) = 0,则由不 等式： 在仏内 w — 推出在 点外处 

< 0_由此得出 ^ T = _2,而这与如上_ < !的条件 
矛盾. * ^ 

于是，在9上可以找 到点巧 使得 


切 (A) < V{P\) ^ supV = 5M 2 , 


(3.59) 



边值问題解的唯一性和对边界条件的连续依赖性 




其中 M 2 = 2n -— t r 1 - i 当 n > 2 时; M 2 = ln2, 当 n = 2 时. 可以取从 p 到球仏 的边 

n — z 

界的距离作为常数 a . 显然， a 仅与5有关. ^ 

用 Af 表示扣在上的最大值并且设 w ( Pq ) = Af .在 fi 内函数 M - w(x) ^ 0, 
在点巧有 = 在 n 内 在如上 - ( ^ ^彡1.所以，对 
函数切同样可 证明： 可以找到属于 n , 且与沉2距离大于 i 的一^ pi , 对 P / 有 


M — w{P[) < SM2^ 


由此可推出 

M - 6M 2 《 w(Pi). (3.60) 

用^表示 ft 中距离 sn 大于 e 的点的集合.容易看出，对任意 a>0, 可找到这样 
的句 > 0,使得中的任意两点可以用位于 n e 。 中的折线连接起来，而 a > 句 .用 
半径为 a- 句、中心为 Q a 中的点的球 Qj(j = 1， …， TV) 覆盖集合仏.显然所有的 
QAJ = 1，…， A0 都属于仏。.根据句的选取，所有这些球的中心可以用位于 
中的折线连接起来.设 K 是这条折线 的长. 那么， fi a 中的点/\与巧可以用位于 
0,0中的折线连接，其长度不超过 A： + 2 (a - e 0 )， 因为点 A， 同样地点巧可与由球 
QAJ = 1,…， W) 系中的含有该点 A (或 Pi) 的球％的中心相连接.这就意味着 
用其长不超过 a-e 0 的线段与折线1相连接（见图 3.3J. 



图 3.3 

用半径为警、而其中心在连接 点巧与 巧的折线 i/ 上的球（?!，(％，•••，％, 
覆盖折线I/.同时球 Q 〗 的中心取为而对于当1 < X M 的球％ 的中心，当 
沿着折线从巧到移动时，则取为球的边界与折线//相交的、最靠近球 
Q，j 一 1 的中心巧- i 的点.假设 Qk 含有点坏容易看出 AT 彡 丄 2 (尺 + 2( a -句 )) + 1. 
根据 3.6 节所证明的哈纳克不等式，在半径为句的球内的函数 ^(x), 在半 




径为¥、与上述球有相同中心 P 的球中的任意一点0：处有估计 

w ( x ) < KMP ), (3.61) 

其中仅与空间％的维数有关.接连应用估计式 （3.61) 于球 ， Q ， n ,， 
得到 

w ( Pl )^ K ^ w ^). (3.62) 

考虑到已得到不等式 （3.59) 与 (3.60), 由估计 (3.62) 得出 

M-6M 2 ^ K^w(Pi), 

因此 

maxt^ = M 彡 <JA/2(1 + K^ ). 

n 

如前面所证明的，常数从= 6 M 2 (1 + K ^) 仅与区域有关.定理证毕. 口 

我们现在来证明第三边值问题 (3.1), (3.23) 解的唯一性以及解对边界函数的连 
续依赖性. 

定理29设以⑷是内的调和函数，如€ A \ u { x ) 6 C 1 ^) 并且 
(尝+ au ) | =分，其中 a 彡 a 。 > 0， a 0 为一常数.那么在内 

I 咖 )1 《 (3.63) 

证明 考虑 dil 上的点 P , 在这一点 | u ( x )| 取最大值.如果 u 矣 0,在点 P , 函 

数 u ( a :) 或者取最大正值，或者取最小负值.在第一种情形，在点只# > 0,所以 

1 dv 
a ( P ) u ( P ) ^ u ( P ) < 在 < P ) 等于最小负值时 

^P)< 0,a(P)u(P) ^ rP(P),\u(P)\ ^ 一鵠 < ^max|# 

不等式 (3.63) 得证. □ 

显然，当岭= 0时，从不等式 (3.63) 得出 u = 0, 这就证明了第三边值问题的唯 
一性. 

3.8 导数的先验估计.解析性 

在内调和的函数 u ( o :) 的无穷次可微性已在 3.5 节证明了.结果是，在 n 内 
调和的函数可以在任意点 x ° eQ 的邻域内表示成按 x 1 - x ? r ^ f x n - x ^ 为幂的幂 
级数•即 w (: r ) 在内是自变量々，…，: r n 的解析函数.解析函数这个极好的性质 



导数的先验估计.解析性 


对整个一类具有解析系数的椭圆型方程都成立.这一断言在 C . H . 伯恩斯坦 （ C . H . 
BepHniTeHH , S . N . Bernstein ) 、 H . 勒维 （ H . Lewy ) 和 M . r . 彼得罗夫斯基的工作中 
对不同类型的椭圆型方程给出了证明，是对 D . 希尔伯特在他提出的第19个问题的 
回答 • D . 希尔伯特在叙述第19个问题时 写道： “我认为，在解析函数的基础理论中最 
值得注意的一个事实是，存在着这样的偏微分方程，它们的所有积分必为其自变量 
的解析 函数： 简言之,这些方程仅容许有解析解（参看 [17].) 

在这里，我们来证明，在12内调和的函数 u (: r ) 的关于点 x ° Gfi 的泰勒级数在 
点/的某个邻域中收敛到 u ( x ). 首先我们得到调和函数的导数的估计. 

定理 3 0 (导数的先验估计） 设 u ( a :) 是 C °( H ) 类中在 n 内的调和函数.设区 
域 仏 c 并且 ％ 与 沉2 之间的距离等于 d ， 同时 0. 那么在点 rr e f 2 i 当 | a | = A 
时 

| D a u (: r)K ( y ) maxN , (3.64) 

其中令=(叫，…， a n )， V XJ = A , * D a =： D ^".： Z ^ n n，| a |= ai + ." + an ， k 是任意 
一个正整数. ' 

证明在 3.5 节已证明了 u (: r ) 是在内无穷次可微的函数.因为 = 
= 0,于是 V a u 对任何 a 是 n 内调和的函数.首先证明，若 C 则 

\ V Xj u ( x °)\ ^ J = 1,…， n . (3.65) 

实际上，因为同样是在 Qf 内的调和函数，且在坑°上连续,那么根据对球的 
平均值定理（参看 3 .5节） 

^ u ( x °) = — ^ J V Xj u ( x ) dx y 

其中为球 Qf 的体积，依照髙斯-奥斯特洛格拉茨基公式，得到 

^ Xj u ( x 0 ) = J ui / jdS ， 

其中^ =(〜…，^)是 5 g ° •的单位外法向 S . 由所得等式推出 

|p ^ u(x0)l ^ i 聲 I 吨 

R 

f^nR 71 = J COnP n ~ 1 dp = 


因为 


第 3 章拉普拉斯方程 


为了证明定理30,我们来构造一连串的区域 fil ,- fi / c + l , 使得 fi / c +1 = a 屮 C 
% +1 ，巧与 dQ j + l 之间的距离等于 j = 1, •••,*:. 对属于％的任意的点 x G , 球 
Qf ,包含于 n i+ i 之内，所以根据不等式 (3.65) 

maxlX^ul ^ ^ max \ V a ， u \, 

d n i+1 • 

其中 | a | = fc - j + 1, \ a '\ = k 一 j , j = 1，…， k , 并且对某个 Z ，1 < Z < n ， V Q u = 
接连地考虑当 j = l ， …， k 时的这些不等式，并应用第 j - 1个不等式于 

oxi 

估计第 j 个不等式，当 W = fc 得到 


max 


I 汐 〜 I < 技 ） max \ u \ 


这就是所要证明的. 


定理31 (导数的积分先验估计）设 u(aO e C 2 (⑺ ni 2 ( Q ), 在 f 2 内 Au = /, / e 
l 2 ( Q ). 设区域％使 A c n . 那么 • 


/s ㈤ 


dx^C u 2 dx + 


J f 2 dx, 


(3.66) 


其中常数 C 仅与区域0及％有关. 

证明构造函数 ^( x ) 使得在 A 内 ip ( x ) = 1,在内1彡 v ? 彡0,并且 
CT ( n ) (参看 I . 2 节). 将方程= /乘以 up 后将其在 n 上 积分. 得到 

J (puAudx = J ipufdx, 

n q 

用分部积分变换上式左端.因为在上 ^ = 0 , 则 

- ( 菪 ) 2& -/'§ 鸯菪 =/—• 

2 

应用初等不等式_^ 2 + 士 62 ,6>0及不等式 ( g ) < Cw ( 参看 U .10”, 
翻 ' 

4 f f : ⑵ 2 ( 告) 2 缸 + i 卜 2dx +1 卜、 2 乜+\ f f 2 此 

n J=1 n n n 


eCi 


八宾 ( 菪 ) &+/ ( 芸大嗒)— + *// 2 也 

J=1 Q il 




导数的先验估计.解析性 


设6 . 那么，因为在内1彡#彡0,在 A 内 p = 1，则 

Oi 


/g(^r) dx^cJ^dx + Jfdx, 


其中 C = Cm + 1. 定理证毕. □ 

显然，借助于不等式 （3.66) 可以得出在区域 f 2 的闭子域仏中.在 L 2 范数下泊 
松方程 Au = f 的解 u(x) 的任意阶导数的先验估计，因为在 fi 内 △ P % = V a Au = 
V a f. 与定理31的证明类似，可 得到： 对任意 a ： > 1,若 u e c fc +2 ( n ) n l 2 ⑼且 

• ■ 

/ E \v^u\ 2 dx ^ C k Ju 2 dx+f ^ \V Q， f\ 2 dx . 

l a l=* n o 


n MO - 


常数 C/t 仅与 A : 及区域 n 与 有关; cfi . . 

定理 32 (调和函数的解析性）在区域 Q 内调和的函数 u(:r) 是 n 内的解析函 
数，即在任意一点 X°eil 的某个邻域内，函数 u{x) 可表为收敛幂级数 . 

证明因为函数 u (： r ) 在内无穷次可微（参看 3.5 节)，则依照泰勒公式 

= E ^(x-r + E ^ 了， 


|a|<m 


|a|=i 


其中 a = ( ai ，. •• ,a„), a! = ai!---a n !, |a| = o：i + ••• + a n , 

.(x - x°) a = (xi - x?) Ql • • • (x n - x° n ) Qn y 

m 是任意的正整数 ， x e , 2 € Qf , p>0 是如此之小，使得 Qg c a 我们来证 
明： 如果 J e Qf ， |x-x°|<6, ^ Ke < p 可选择使得与 m 无关，当 m — yoo 时函数 


( x ,5)= (X ~ ^ 

|a|=m 


趋于零.根据牛顿公式我们有 


+〜 r = X ： 

M=n 


m\x Q 

a ! 


假设在这个等式中 xi = ... = x n = l , 得到 




(3.67) 


I… =i 


为了估计 7m(x,x), 应用在定理30中所得到的调和函数的导数的估计.根据这个定 
理，当 |a 卜 m 及 JeQf 时 

| X >° u ( Z )| < majc | u |. 

注意到等式 (3.67), 得到 

hw ㈣ |<(〒)|x - x°r mgc \n\ 1 < ( j0 J .) m ^ ^gc |u|. • 

依照斯特林公式（参看[1礼 422 页） 

m m ^ m!e m . 

因此 

l7m(x,J)| ^ (n 2 |x - x°|ep'" 1 ) m majc |u|. 

如果 |:r - x°\<e 且选择 e > 0 使得 n 2 eep - 1 < 1, 那么容易看出，当 m — oo 及 
|x - < e 时 | 7m (x,x)|-.0. 所以当 e <々(―匀- 1 时，在点: r 0 的邻域 Qf 内函数 

u ( x ) 可表为幕 (x - x °) 的泰勒级数，因为 

U ( x ) - S ~ | X ~ ) ( x - ^ 0 ) 0 = l 7 m ( a ：, x )| 

M 彡 m • 

并且当 |x-x°|<e,x€ Qf , 当 m — oo 时 7 m(x,x) 对 a:, 5 —致地趋 于零. □ 

定理 33 (关于解析延 ffi) 设 u ( a :) 在区域 Q 内调和， u ( a :) 6 C °( n ), 并设 C 
%与 5 f 2 之间的距离不小于 2 p , 其中 p > 0为一 常数. 那么 u { x ) 可以在形如 
Qrf ( fii ) = {x - biy;x e fli , | y | < 6} 的区域内对复值： Cj . + %, j = l ,--- , n , x € 
KS , 2 / eR ^, 解析延拓，其中 (5 = 并且对延拓 u{x + iy ) 成立如下 估计： 

sup |w| ^ 2sup|u|. (3.68) 

Qs {^ i ) « 

证明在证明定理 3 2 时我们证明了，函数 u(o:) 在点 x ° eQ 的邻域中可表为幂 
级数,只要 从点/ 到区域 J2 的边界的距离不小于％,其收敛半径不小于 p ( 2 n 2 er \ 
由所得到的对 7m (o;，5) 的估计推出，泰勒级数 

咖) = [ ~ x ° )a (3-69) 




以形如 
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majc \ u \ ^2 ( n 2 ep " 1 | a :- x 0 |) m 

m =0 

的幂级数为强级数.所以，当 \ X -^ X °\^ WnM - 1 时 

| u ( x )| < 2 majc | tz |. 


(3.70) 


显然，级数 (3.69) 同样对于复值 z = (m ，… ，〜） 当 ( g |o: 厂 x^ 2 J ^ p(2n 2 er l = 

^时是确定的，并且对这样一些复值 a :， 估计式 (3.70) 成立.在区域⑼）内，级数 
(3.69) 给出复变量 Xj+iyjiJ = 1，… 、 n、xe R ；, yERJ ) 的解析函数. 口 

由定理33可以引出一系列有价值的推论.这里我们举出其中之一. 

推论 3( 定理 33 的推论） 设在区域内确定了方程 


— n 2 u^ = 0 


(3.71) 


的解 u ^( x ), 其中 /x > 0为一常数，€ (^(^ nc 2 ^). 设区域％ C 从仏到如 
的距离不小于 2 p . 那么 

sup \ u ^\ < 2 e _〜 sup | tx M |， 其中 S = p (2( n + l ) 2 e ) 一 1 . 

证明我们注意到,定理 33 对于在内的拉普拉斯方程的复值解成立,因为这 
样的解的实部与虚部是 fi 内的调和函数.如果是方程 （3.71) 在 n 内的解,那么 
v ( x 0 l x ) = exp { ifix 0 } un ( x ) 是拉普拉斯方程 

S^F = 0 

在属于空间的区域 Six {| x 0 | < 4 p } 的解.弓 I 入表示 


gi = Q x x {|x 0 | < 2p}. 


根据定理 33 


e ^ s nT w< Q X M<2 T K 


由此推出 


sup | u M | ^ 2 e "" 5/ i sup | u M |. 


这个估计指明方程 （3.71) 在 Q 内关于 M —致有界解当在^内 M — oo 时的递降 
特征 • 




3.9 刘维尔定理和弗拉格门-林德勒夫定理 


在复变函数论中，有关给定在2平面上所有的点处按模有界的解析函数切(幻等 
于常数的刘维尔 （ J . Liouville ) 定理是熟知的.对于在空间 R 〗 中调和的函数成立类 
似的断言. 

定理34 (刘维尔）设对于在全空间中调和的函数 u { x ), 对任意: r e R 2 成 
立不等式 • 

K ^ I ^ Cxa - HxD , (3.72) 

其中 Q 与 m 是某些非负常数.那么 u ( x ) 是关于々,•••，〜&、次数不超过 m 的 
整数部分的多项式. 

证明应用在 3.8 节定理30中得到的调和函数的导数的估计.取中心在坐标原 
点、半径为 fi + p 的球 Q ° R + p 作为区域而取球(％作为区域仏.设 A : = [ m ] + 1， 
其中 [ mj 表示 m 的整数 部分. 根据估计 (3.64), 当 M = A 及任意 p >0 1 我们有 


r ^ x .\ V a u \ ^ (_) max | u | ^ { nk ) k p ^ C^l + (fi + p ) m ). (3.73) 


因为 k > m , 那么上述不等式 (3.73) 的右端当 p — oo 并且任意固定 i ? 时趋于零. 
因此. 对任意> 0及 | a | = [ m ] + 1 


max \ T > Q u \ = 0, 

这就意味着，在 RJ 中当 N = H + 1时三 0. 于是是次数不超过 M 的 
多项式.定理证毕. 口 

推论 4按模有界在全空间3^中调和的函数 u ( x ) 等于常数. 

实际上，在这种情况下，条件 (3.72) 在 m = 0时成立，所以根据定理34, u 在 
中恒等于常数. 

附注2同样地，如同已证明的定理34,我们得到如下 断言： 

如果对于在全空间中调和的函数 u ( x ), 对充分大的 p 成立条件 


sup | ti ( x )| ^ Ci(l + p m ) a { p ), 

Q° P 

其中 Q 为常数， m 为正整数，函数 a ( P ) 当 p — oo 时趋于零，那么 u (: c ) 是次数不超 
过 m - 1的多项式. 

刘维尔定理可在减弱条件 (3.72) 的方向作如下推广. 




刘维尔定理和弗拉格门-林德勒夫定理 


定理35设在全空间中调和的函数 w ( x ), 对任意成立如下不 等式: 


+ (3.74) 

其中 G 与 m 是非负常数.那么 u (: r ) 是关于々，•••，杯的次数不超过 m 的整数部 
分的多项式. 

证明首先对 m = 0的情形证明定理.在这种情形得到经典的刘维尔定 理：定 
义在全空间％中的非负的调和函数 tx ( x ) 等于常数.如果 u ( z ) > Ci 为常数， 


那么 t ;( rr ) = u ( x ) -h C 7 i > 0,并且 t ;( rr ) 是孵中的调和函数.根据对调和函数 
任意 p > 0时及对任意点/ e R 2 关于球的平均值定理，有 

VxAx ° ] = ^ / ^ = ^ / WjdS ^ J = 1 ， …， n . 

Qf sf 

因为 t ；0 r ) 是正函数，那么依照已知的对于积分的中值定理有 


dxj 


(3.75) 


vi/jdS = i / j [6) I vdS 、 


、 (3.76) 


其中 0 是球面上的某个点.所以,应用对于调和函数 t ;(: r ) 关于球面的平均值定 
理,并应用等式 （3.75) 与 (3.76), 得到 

v ^A x °) = -^l J w i dS = ^y^v(x°). 

Sf 

于是当任意 p >0 及 

Px〆 工°) = j = 1 ， … ， n. 

令 p 趋于无穷大，我们得到 V Xj v ( x Q ) = 0 ,j = l ,... , n , 因而在％中 u 恒等于常数. 

其次,我们来证明在 [ m ] = 1的情形时的定理 35. 任意 m > 0的情形是完全类 
似的.对于当 M = 2时的调和 g 数 V ^ u y 对球应用平均值定理并应用髙斯-奥斯特 
洛格拉茨基公式，若= ^—，得到 

OXiOXj 

卜 udx =SI 聲娜 '. 

Qf sf 

其次，对应用类似于 (3.75) 的公式.我们有 


u ( x °) = 


« nP U 



f 咖 " k ( x ") d 5" Mx ，、 dS ，. (3.77) 



等式 (3.77) 可记为如下 形式： 

P 、 (3：0) = (^)2 / / 心 ㈣ 咖)必 W 

n Sf sf 
■ 

= (^)2 / / [㈣ + c 1 (i + |xT)l— , W) ， d < s / 


- j f CJl + IxT) 响 , >(〆) 政， d5， . 

Sf Sf 

因为依照假设 u(rr) + CM1 + |oT) 彡 o, 那么，借助于积分的中值定理,得到 

P 、( x °) = 峰) f f [O + 。(1 + |x ,, | m )Jd5 ,, d5 , 

sf sf 

~{^Y I /cW + bThVWW 必 , ， 《， esf 、 e 、 sf . (3.78) 

n sfsf 

应用对于调和函数 u(:r) 关于球面的平均值定理，由 (3.78) 式推出 
P » 心加- W) 

+ {^)2 J j c?i(i + wT)[^n^) - 

sf sf 

由此得出，当 M = 2 及对任意 P > 0 

\^ a n{x Q )\ ^ ^Kx°)| + 2^C 1 (l + (|x°| + 2 P D. 

因为 m < 2 ,那么当 p-oo 及固定 o: 0 时，不等式右端趋 于零. 因此， Xt 任意 / € % 
及任意的 《， 如果 |a| = 2, V Q u(x°) = 0. 这表明 t/(a:) 是不高于 X!,... ,x n 的一次幂 
的多项式. ' n 

对于调和函数成立与对复变量 2 的解析函数的弗拉格门-林德勒夫 ( Phragmen - 
Lindeldf ) 定理（参看 [16]) 类似的定理.我们也称对于调和函数的这个定理为弗拉格 
门-林德勒夫定理. 

定理36设在层① fipp = { x ; 0 < x n < nh} 内给定 C ^ fioc ) 类调和函数 

①原书在此处用的俄文词是 “ CJIoi4 ”， 该词在数学的不同分支中含义不同，由于此词在本书以后 
多次出现,姑且译为“层 —— 译者注 
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同时 


并且对 Qoo 的所有的点 


u ( x)\ Xn=n h ^ 0 , 


(3.79) 


咖 )< Ci exp < ^ aj\xj\ 


(3.80) 


其中 / i >0, aj > 0, j = ， n - l , 都为常数， ^ a 】< 1, Ci >0 为 常数. 那么在 

i=i 

Qoo 所有的点处 t / 彡 0. 

证明 设1 一 D 4 > 0，~为常数~ >^ j , j = 1，…， n - 1, 以及 

j'=i 

考虑在 ftoc 内的调和函数 
i=i 

v ( x ) = 5 sin (\/ l-e + £l )) 6Xp | ^ ^ |' 

其中 (5 > 0, Q > 0 都为常数， 0 = ( A ， … ,^ n - l ) 并且 E 是对使 I 巧 I = ~ (j = 
1， • • •， n - 1) 这样的 /3 求和. 容易看出，在 fioo 内 

Av = S + u = 0, ^ 1 - 

我们来证明对任意 j > 0 在任意有限区域 ncn ^ 


u(x) ^ v(x). 


(3.81) 


可以看出，如果 G 充分小，在 fJoo 内函数 i;( ： r) > (5oo > 0, (Sac 为常数.实际上如果 
选 芒 1 使得 \/1 - e(7T + £i) < 7T, 则 

y\x n =Q > (Jsin(>/1 - e-ei), v\ Xn=nh ^ (Ssin(\/1 - e(7r+ ei)). 

4 

那么可以取 do 如下： 


Oo = min{sin(\/l -e • ei), sin(y/l^e(ic + ei))} 


因为 v(x) ^ <5 sin 
7 r/i, n(x) ^ v(x). ^ 


in (^+£i)). 所以，由于条件 (3.79), 当 o: n = 0 及 ar„ = 

• 考虑区域 nH = fioon{|x|<i?} ： 我们来证明，如果充分大，在区 
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域如边界上不等式 （3.81) 成立.事实上,根据条件 （3.80) 有 


如）< Ci exp I i ^ = Ci exp | ^ 5 ^(aj - bj )\ xj \ 

^ C \ exp 



因为在和式 E ex P I ^ E 中至少有一个加项不小于 exp|| 艺 6 扣•这 

样的加项对应于 /? = (6 isignal , •• - ,6 n _! signa : n - i ). 所以有 

u ( x ) < Ciexp ^( 0 , - 6j-)|xj|| ^(5sin (Vl 一 f (^x n + ei))) u(:c) 

^ C^a。) -1 exp {去 Y^(aj - v(x). 


因为 aj < bj ， 那么当 ㈣ 彡/?，如果 / i 充分大， 


C\{5ciq)~ 1 


因此,对于这样的 : 在 区域％ 的边界上，其中 M = /?，成立不等式 u (: T ) <咖). 
于是我们证明了，只要丑充分大在％的边界上成立 u ( a :) - v ( a :) 彡 0. 所以根据调 
和函数在〜内的极值原理,不等式 （3.81) 成立.因此，不等式 (3.81) 对任意5 > 0、 
在 iioo 的任意有限部分成立 • 在不等式 （3.81) 中令 (5 — 0而取极限，便得到在 
中 u ( a ;) 彡 0. 这就是所要证明的. . 口 

由定理36直接推出如下 论断： 

定理 37 设对于在层 fioo = { x ; 0 < x n < nh } 内属于 C ^ Hoc ) 类的调和函数 
u { x ) 满足条件 

u(x)| Xn=0 = 0, u(x)| Xti=w/i = 0, 

| w ( x )| ^ Ci exp 在〜内， 


其中〜 > 0 为常数= 1，…< 1, Ci > 0, ft > 0均为 常数. 那么在 

i=i 

fioo 内有 u = 0. 
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证明实际上，如果 u ( a ;) 满足定理37的条件，那么对于 u ( x ) 及对于定 
理36的条件成立.所以在 Qoc 内有 u ( x ) < 0及 - u ( a :) < 0,由此推出在 Qoo 内 
u = 0. □ 

可以看出，在定理36与37中条件< 1不能用条件 7 g 1 4 == 1代替，因 

i=i i=i 

为当 g 4 = 1时，在中存在调和函数 


u ( x ) = sin exp 



笋0, 


它在 x „ = 0及 z n = 7 rh 时等于零 • 

下述定理是经典的弗拉格门-林德勒夫定理另一个推广.在这个定理中，对充 
分大的 M 值，解的性状的条件以积分的形式给定. 


定理 38 设在无穷柱体 


fioo = {x ； X 1 € -oo < Xn < +00} 

内给定 C ^ Qoo ) 类调和函数 u ( x ), 其中〆 =(xi,... ，杯-0, iy 是空间 Rr 1 中的有 
界区域.假定 

^IdQoo = 0 


以及对任意的 R >0 满足条件 

/£(^) dx<o(fl)exp|^fi|, (3.82) 

其中 fiit = fioc n {a;; |x„| < fl}, 当 /? —> 00 时函數 a ( R ) — 0, d 为空间 Rf 1 中 n 
维平行六面体最小的棱长， 使得 ST 含于此 n 维平行六面体内.那么在 fioo 内 u 三 ◦. 

证明记 


fi f R+ = fioo n [ x ] x n = R }, = fioo n { x ； x n = - R }, u 

根据格林公式 （1.5), 对任意 R >0 有 

0= fuAnd X = - f ±( J ^ I 2 dx + I u ^- dx ' - I u ^- dx '. 

J=1 n ' R+ 

由此推出 

{l u2dx ^j 〔/I 盖卜 '). 


下面将证明成立如下估计: 


/« 2 血、 丢 m ( 菪 ) 叔- 


所以我们有 


I 齡 



d 


/§ ⑵、 + / 1 岛 


，姆) V 

记增 =/g (翁) 2 血.那么从上述不等式推出，綱 < 篕，：> | 
对后一不等从说到丑关于丑积分，如果 u _ 0, 可得估计 

1 以⑻ - In^(flo) ^ 丟 ( 丑 —flo), ^(i?o) ^ exp - iio)} : F(R) 


/S ㈤ 


dx ^ exp 




由上述不等式及条件 （3.82) 得出 


J E ( 条 ) dx < exp - iZo) J a(i2)exp {^ii}. 

最后的不等式的右端当 — oo 时趋于零.由此得出对任意 flo > 0,7(办）= 0.所 
以对= 1，…， n 在内^ = 0,因此，在卩办内 u 恒等于常数.因为在如 oo 


上 w = 0,那么在 fioc 内 u 三 0. 
现在证明 


m 


考虑区域 jy R + . 不限制一般性可以假定 R ^ r 1 中 n - 1维平行六面体的最小棱长沿 
着 A 轴放置并与线段 [ o ， dj 重合,这个 n -1维平行六面体可以包含着 n ^ + . 在这个 
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n - 1维平行六面体中预先定义 u ( ar ), 假设在外 u = 0.在中把表示 
为傅里叶级数 


knxi 


u ( x ) = y ^ Cfc ( x 2> -- , x n -. i , R )sin — 


根据帕塞瓦尔等式 


所以 


2 J 2^" (盖 ) don =辛(字) 4 

" 抓/ 心辦 =(幻 2 / 6⑼ V 

n H + % + fc=1 

。翁 m )、，， 


这就是所要证明的.对类似的估计也成立.定理证毕. 
附注3定理38中的条件 （3.82) 可以用条件 

J u 2 dx < a (/ i ) exp | 


代替. 


这是因为，根据 3.8 节的定理30,成立如下 估计: 


/ 自 ( 菪 ) 2 ⑽ / u2dI ’ 


容易从定理的证明中看出，其中的常数 C 可以选择得与 R 无关. 
附注 4 在平面 { a , 巧}上，在带形区域 


fioo = { x ； 0 ^Xi ^ d , 一 OO < 2：2 ^ + 00 } 


对解 u ( x ) = sin Aw = 0, 成立估计 

a 


/ [(砮) + (£) 

r> d - 


dx ^ Cxe ^ H , f u 2 dx < C 2 e ^«, C U C 2 为常数 • 


这表明，在定理 38 中，函数 tx ( rr ) 的增长条件 (3.82), 在这个情况下是精确的. 



不等式 （3.82) 的右端可以用函数 a ( fl ) e 2 ^« 代替，其中 


入 = inf 




m) 


u 2 dx r 


下界是对所有在的边界上等于零的函数 u e C l (Q f R+ ) 而选取的.如所周知 ， A 
是问题（参看第5章） 

△u = — Atx 在 f 2’ R+ , = 0 

的第一本征值.可以对诺伊曼问题进行这样的研究并得到在弹性理论中著名的圣维 
南 （ B . de Saint - Venant ) 原理的类比. 


3.10 调和函数的孤立 奇点. 在无穷远点邻域中的 性态. 无界区域的 
狄利克雷问题 

拉普拉斯方程的基本解 E(x,x°) 是在 R-\x° 为调和函数.在点: r Q 有孤立 
奇性的函数的一个例子.容易看出，当 | a : -岣 — 0时无界增长，因为 
1^^°)1 = |^(|x - x°|)| = C n |x - x°| 2 - n , 当 n > 2; \E(x } x°)\ = \£{\x - x°|)| = 
C 2 ln(|a; — x 0 !- 1 ), 当 n = 2, C„ = (u n (n - 2))~\ 当 n > 2; C 2 = 

下面证明的定理表明，调和函数这样的奇性是在确定 的极# 备义下的. 

定理39 (关于可去奇点）设 u (： T ) 是在\ {功}内的调和函数 ，: r 0 € $1设 


ip) = sup \u\. 

n\Q?° 


假设 


^( P ) ^ K ( P )| a ( P )， (3.83) 

其中 a ( p ) >0 且当 p — 0 时 a { p ) — 0. 那么函数 u ( x ) 在点 a : 0 的奇性是可去的，即 
u ( x °) 可以这样预先定义，使得函数 ti ( a :) 在 Q 内是调 和的. 纵然在点/的某个邻 
域 (仍 >0 为常数）有 


m ( p ) ^ l ^( p )| P _1 a ( p ) 当 n > 2, 
^ i ( p ) < P _1 a ( p ) 当 n = 2， 

那么对 u ( x ) 在内成立等式 

u { x ) = MiE ( x , x °) -f ui ( x ). 


(3.84) 

(3.85) 


(3.86) 
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其中奶为常数, Ul ( x ) 是在内的调和函数 • 

证明对函数 u(a:) 在区域\ Qf 内应用公式 （ 3.16 )， 其中/> < 仍，灼 选择 
使得每 f C $1 对于\ Qf 中的任意一点 2, 有 

•、卿，壬）^ ^ 9 u ( x )\ 


咖 /( 咖學，，嘴 


- / ( W ( X ) 
5;0 


dE ( x , x ) 


— E ( x , x 


, du ^)\ 
) dv ) 


(3.87) 


其中 ^ =( 〜…， ％) 是径向量 x - rc ° 的方向.我们来证明，在满足条件 (3.83) 的情 
况下,等式 （3.87) 右端的第二个积分当 p — 0时趋于零.此时， 在点/ 按连续性补 
充定义 u ( x ), 即令函数 u ( rr ) 等于等式 (3.87) 右端第一个积 分在^ 点的值，我们得 
到在内调和、在\ {/} 内与 u ( aO 重合的函数. 

考虑积分 八 

Ji= J u(x) dE ^ x) dS. (3.88) 

S S° 

我们来证明，无论是条件 （3.83) 成立的情形，还是条件（3.84)， （3.85) 成立的情形， 
当 P 时，这个积分趋于零.我们看出，当 x e $°,对固定的£及充分小的 

P , < M 2 , 其中 A / 2 是常数.容易看出，对充分小的 p 


\Ji\= f u(x) dE ^^dS < < Af 3 a(p). 


其中 Af 3 为常数.因此积分 （3.88) 当 p — 0时趋于零，因为根据条件，当 〆 — 0时 
a ( p ) —♦ 0. 

考虑积分 

J 2= J E ( x , x )^^- dS . (3.89) 

s f 

我们发现，根据 3.5 节的定理 I 4 ,对任意的不超过 Pl 的 P 及 〆 

/>=/，• 

8。 5-° 


所以 


| g d5 = Co , 


(3.90) 
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其中常数 C 0 当 P < Pl 时不依赖于 P. 积分 (3.89) 可写成如下 形式： 

J 2= j E { x \ x )^- dS + I [ E { x . x )- E { x °, x )]^^ dS . (3.91) 

sf sf 

我们来证明，等式 （3.91) 右端的第二个积分当 p ^ o 时趋于零.根据 3.8 节定 
理30有 



此外,如果£固定，而 la;-^ = p 充分小时依照拉格朗日公式, \ E ( x , x )- E ( x °, x )\^ 
M 4 \ x - x % 其中 M 4 为常数.所以，不论是条件 （3.83) 成立的情形，还是条件（3.84)， 
(3.85) 成立的情形，有 

/ I 邱^- E { x \ x )\ |^|d5<M 4 p. 2 n ^ p^m (0 ^ M 5 a (0 , 

sf 

其中常数 M 4 与 A/ 5 与 p 无关. 因此,等式 (3.91) 右端的第二个积分当 p — 0时趋 
于零. (3.91) 式右端第一^积分不依赖于 A 因为 

J E ( x ° i x)^-dS = E ( x ° y x ) J ^- dS ^ C ° E ( x \ x ). 

Sf Sf 

所以得出，当 p — 0 时积分趋于 C°£ ； 0r ◦，幻 ，等式 (3.87) 在令 p — 0 时取极限 
就变为等式 

«(^)= j - E ( x , x )^'\ dS + C ° E ( x °, x ). (3.92) 

容易看出，在条件 (3.83) 成立的情形 C° = 0, 因为在 (3.92) 中的积分当 |x-x °|<^ 
时有界，最后一项等于 C°f(|a: G -£|), 如果 C 0 一 0与条件 (3.83) 矛盾. 在条件（3.84) 2 , 
(3-85) 成立的情形，在中可以取等式 （3.92) 右端沿 < 的积分作为 的 ⑷， 它是 
调和函数.定理证毕. □ 

利用对于球的拉普拉斯方程当给定在球的边界上任意连续函数0的狄利克雷 
〒题解的存在性（参见 3 . 6 节)，在条件 (3.83) 成立时，定理39的证明可以稍稍简 
短一些.实际上，设 t ;(: r ) 是在内调和的函数，它在此球的边界上等于 w ( x )， 设 
w i x ) = w ( x ) - v(x). 那么根据极理，对于任意 e > 0,对调和函数初土 ei £*( a ;， a ; 0 )|, 
如果 P 充分小，在\ Qf 内有 




(3.93) 
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因为在巧°上切= 0,且由于条件（3.83)，在 sf 上 - e \£( p )\ e \€{ p )\. 当 e — 0 

时取极限并在关系式 （3.93) 中固定 X ， 得到在\ { x 0 } 内 如 = 0.假设 u ( x °) 等于 
v ( x % 便得出， u ( rr ) 与在内调和的函数 t ；(： r ) 重合，这就是所要证 明的. 

关于调和函数可去奇性的定理39同样也是复变量2的解析函数关于可去奇性 
著名定理的翻版（参看 [19]). 

应用类似的方法可以证明在大维数流形上关于可去奇性的定理.现在我们来研 
究调和函数在无穷远点的邻域中的性态. 

定理 4 0 (关于在无穷远的性态）在内有界的调和函数 u ( x ) 当问 — 
oo 时趋于极限，即： 如果 /) = 〆 £)充分大，当 |: c | > p 时 | u ( x ) 一 Af | 彡 e , e > 0 是任 
意数， A / 是某个常数. 

证明如同定理39的证明一样，我们对在 Qg \ Q q r+1 内调和的函数 u ( x ) 应用 
在 3.3 节得到的表示式 (3.16). 在这里 p>R + \. 对任意点 xeQ ° p \ Q ? e +1 有 




- E { x y x ) 


du ( x ) 

dv 


=~J (咖學-咖許 

+7(咖)，-舶等. 


(3.94) 


因为 (3.94) 式中右端第一个积分与 p 无关,那么第二个积分也与 p 无关. 我们 
来证明，对于在％ \処内有界的调和函数 n ( x ), 这个积分同样与£无关并等于常 
数.记 

Ji = f u ( x )^^ dS , J 2 = - jE ( x , x )^- dS , 

巧 SO 


=_ j E ( x , x ) 




并计算当 p — oo 时这些积分的极限.记 \ x - x \ = r , | x | = p y | x | = h (参看图 3.4). 

因为 r + 那么[一 1 < t 及卩一 l|< 欠其次， ^1^ = 

p p \r \ r dv 

— r l ~ n cos 7 , 其中 7 是向量 x - x ^ x 之间的夹角.容易看出 

/ 瀘 f. 


cx>s 7 =^' f ； 2 "- /l2 = lg + l^i>0® 

T 2 rp 2 r 22 rp 


①此处原文后一等号似有误.但从几何直观上 CC 67 > 0是显然的，因为£是圆环中任意一点， 
则角7不可能 —译者注 





图 3.4 


当 P — OO 时计算乂的极限.我们有 


Ji = J u(x) 空五▲:’子) d5 = J u(x)-^-r 1 ~ n cosydS 

=▲/ 參“(穿+ . 

S2 50 

把上面最后的一个积分记为 Jb, 我们来证明，当 — 00 时％ 趋于零.实际上 

1J 3 | < r^x |«| max | - ^ 7 - 1 1 


其中 G 为常数.因为当/ 4 oo 时 f — 1，固定式那么显然当 p — oo 时 J 3 — 0. 
我们看出，积分 ” 

— f 心 
^nP n-1 J 

对 p —致有界，因为函数 u(a:) 在 R2\QS 内有界.考虑积分 Ji. 我们看出，由于 3.5 
节的定理14,当及內 彡丑 +1 


/聲 W 謦料 


(3.95) 


C 2 为常数. 
我们有 


/ ^T^ X,2)d5 = / ^pl f (p)M5 + J ^^陶- £(r)]dS 


= C 2 |£(p)H-J- 4 . 




调和函数的孤立奇点.在无穷远点邻域中的性态.无界区域的狄利克雷问题 


我们来证明， 丄当 P — 0 C 时趋于零.应用在 3.8 节证明的导数的估计.对于充 
分大的 P ， 根据 3.8 节的定理30,我们有 


I du 

Tk 




其中 if 为常数，同时取区域作为定理30中的区域仏，而取区域 Q ° 2 p \ Q ° R+1 
作为区域 f 2, 假设 p > 4 (fi + 1). 容易看出 

\J 4 \ ^ max uj n p n ~ l - nmx \£(p) - £(r)\ ^ C 3 p n ~ 2 nmx \£(p) - £(r)\. 

因为 |l 那么当 p — oo 时 I 工 I — 0. 我们看出，当 n = 2 Bt 由等式 

(3.95) 所确定的常数 C 2 等于零.这可以这样推 出：和 A + J 2 , 同样地与，当 
p > 4( fi +1) 时，对 p —致有界，所以 C 2 |f ( p )| 当 p 充分大时对 p 应当有界.当 n > 2 
时显然当 p — oo 时 C 2 |5( p )|^0, 所以当 P — oo 时 — 0. 于是便得 

•_ f - 取 ？ )f) d5+ *^/ ud5 - (396) 


并且我们证明了上述极限存在，而且显然与£无关.如果 n > 2,那么等式 （3.96) +右 
端沿 砟 +1 的积分当闳 — oo 时趋于零，因为 ^max |£；( rr ，£)| 及 ^max dE ^) 

当间 — oo 时趋于零.如 ， n = 2,那么这个积分当1^| — 00时也趋于^¥.这可由当 
|£| — oo 时 max —— 0,及当 |£| — oo 时 




dS = £(\$\) I ^dS+ J [E( Xi x) - E(O y x)] 


du(x) 

dv 




推出，因为 C 2 = 0, 当间 — oo 时 — 1 对 a : e 碎 +1 —致地成立，因此，当 

问 — oo Bi%i x € S ° R+1 一致地有 ln ^^-0. 于是定理40 证毕. □ 

FI 

在 C . JL 索伯列夫 （ C . JI . Co 6 ojie B ) 的书 [ llj 中给出了调和函数在孤立奇点 
邻域以及当 N — oo 时性态的研究. • 

在证明定理 4 0时,我们证明了在 n = 2的情形,对于在零\ Q & 内的调和函数 
u { x ) 来说，等式 (3.95) 所确定的常数 C 2 等于零.当 n > 2时，这个断言就不对了, 
在 R 2 \ Q 5 e 内为调和的函数 u ( a :) = | x | 2 - 这个例子就表明了这 一点. 



第 3 章拉普拉斯方程 


可以在无界区域中考虑狄利克雷问题.如果区域其中 n 
是 R 2 中的某个有界区域，那么对于这个区域的狄利克雷问题称为狄利克雷外 
问题. 

在 n > 2情形的狄利克雷外问题是： 求在内的调和函数 u ( x ), 使得€ 
C 0 ( n °°), u|anoo = lim u ( x ) = a , 其中 a 是给定的常数 , 4 是在 dQ ,°° 上给定的 

I * 卜 oo 

函数. 

在 n = 2 情形的狄利克雷外问 题是： 求在内的调和函数 u ( x ), 使得 u (: c ) 6 
C °( fi 00 ),^ noo =^ 以及在 JT ° 内 \u(x)\ < K ，其中 A ： 是某个常数，矽是在如°°上 
给定的函数. 

定理41在区域 = R ；\ f 2 内拉普拉斯方程的狄利克雷外问题的解不可能 
多于一个. 

证明 在 n 〉2的情形只需证明••在上等于零、当 |: r | — oo 时趋于零、在 
fi °° 内调和的函数 u (： c ) e c °( n °°) 在内恒等于零.为此考虑当 P 充分大时的区 
域 \ n . 因为当 M — oo 时 tz ( x ) — 0,那么只需 P 充分大,在巧上有 \ u ( x )\ < e . 
在区域\ D 内对函数 u (: r ) 应用极值原理，便得到，在％ \ n 内 \ u { x )\ < e .因 
为 e 是任意的数，那么在卩 00 中 ueO . 在 n = 2 的情形，只需证 明：在 如~上 
等于零、有界的调和函数 u (: r ) e (7°(行°°)在内恒等于零.在 Qg \ H 中考虑函 
数 Sln ( R\x - x °\) ± u ，其中 J > 0为常数， x 0 S A 而常数选取得使在内 
^-^°1 > 1. 那么在 Q °° 内 Sln ( R\x - x °|) > 0并且对于充分大的 P , 调和函数 
- x 0 |) + tx ( x ) 与 S \ n ( R\x - x °|) - u ( x ) 在沉上及巧上 非负. 所以根据极 
值原理，在 ％ \ 内 Sln ( R\x - x °|)+ tx ( x ) > 0及 Sln { R\x - x °\)- u ( x ) ^ 0 . 因此，在 
ft 00 的任意有界部分任意常数 J > 0有 

| w (^) | ^ — ar °|). 


所以在 n °° 内 u = 0. 定理证毕. 


□ 


可以看出，对区域 = 狄利克雷外问题当0 = 1，在 n > 2的情形， 


有形如 


u(x) = a 4-(1- a)R n - 2 \x\ 2 - 


的解，而在 n = 2的情形有 

n ( a :) = 1. 

如果在无界区域 fioo = { x ; 0 < x n < hn ] 考虑狄利克雷问题，那么如弗拉格 
门-林德勒夫定理(参看 3.9 节）所表明的，这个问题在由条件 ( 3 . 82 ) 所确定的增长 
函数类中的解不多于一个.这样一来，在无界区域内，为保证解的存在性和唯一 
性,拉普拉斯方程狄利克雷问题的提法与无界区域的特性有关. 
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3.11 关于调和函数序列.拉普拉斯方程的广义解.外尔引理 


空间 D '( fi ) 中，在 n 内在广义函数意义下满足拉普拉斯方程的广义函数 u , 即 
对于任意的函数 we 有 

( Au , ( f ) = ( u , Aif ) = 0, 

称为广义调和函数或拉普拉斯方程的广义解. 

成立如下的重要定理. 

定理42 任何中广义调和函数 ti ( a :) 也是 0中的调和函数. 

证明设 u ( x ) e 且对 p € D ( Q )( Au lip ) = ( u . Aip ) = 0. 考虑广义函数 
u ( x ) 的磨光函数 u h ( x) t 即当 GSl u h ^ ho t 且区域％到如的距离大于 / i 0 时 

/(: 0 ) = - x )). 

已知道(参看 1.3 节) u h ( x ) 作为 D f ( ih ) 中广义函数，当 — 0时，在 D f ( ih ) 中广 
义函数收敛的意义下收敛于 u ( x ). 容易看出，当 h 彡心时 W ( x ) 是^内的调和函 
数，因为 


= A x oWh , A x ou h ( x °) = ( u , A x oWh { x ° - x )) = ( u , A x Wh ( x ° - x )) = 0. 


u h ( x ) 成立等式 


=E -^2- 根据 3.5 节的定理 17, 对％ 中的调和函数 

i=i dxj 


u h (x°) = J ip(\x-x°\)dx j u h (x)(p(\x - x°\)dx, (3.97) 

\Qf J Qf 

其中 D ( Qf) t A= f ^(|x - x°\)dx ^ 0, Qf C fii . 因为 n h (x) 当 /i — 0 时在 

Q*° 

中广义函数意义 + 收敛，那么在 （3.97) 式中令 ft — 0取极限,对任意使等式 
(3.97) 成立的函数 p 得到 ^ 


limu /l (x°) = >r 1 (u,(p), 


(3.98) 


假设在等式 (3.98) 中 p = w hl {\ x - x °\) 及 p = Wh 2 {\ x - x °\), 得到当 h < p 及 h 2 < p 
时 

u hi {x°)^u h 2 {x Q ), 

因为/ w h (\ x - x°\)dx = 1,且等式 (3.98) 的左端与 p 无关.于是在属于％的区域 

gxo 

flp 中， P 其中 n p 到的距离不小于 P , 广义函数 TX ( a ：) 的诸磨光函数 u h ( x ) 当 h 充 


分小时彼此重合.因此，在％中它们与 tx ( rr ) 重合，所以对任意 p > 0,在％内 u ( a ;) 
是调和函数.因为可以取区域0的任意子区域作为，则 u ( rr ) 乃是 n 内的调和 
函数. □ 

下面的定理是定理42的特殊情况，但是我们在这里并不应用广义函数理论，而 
独立地给出证明.这个定理在文献中以外尔 （ H . Weyl ) 引理的名称为人知晓. 

定理43设 u ( x)e L P ( Q ), p 彡1,且对 D ( Q ) 中任意函数 p 成立如下积分 等式: 


u(x)Aip(x)dx = 0. 


(3.99) 


那么 u ( a :) 是内的调和函数. 

证明定理43是定理42的推论，因为满足定理43的条件的函数 u (: r ) 是广 
义调和函数.我们不应用广义函数理论来证明定理 43. 考虑区域^中的磨光函 
数 u h (x), 其中 ft < fto , 同时^到沉2的距离大于 / io . 如同在 1.2 节所证明的，当 
/I — 0时 W ⑷在 L p ( fii ) 范数下收敛于 u(x). 我们来证明，对充分小的/ I ，在任意点 
u h (x) 彼此重合.函数在％中是调和函数，因为 

A x ou h = j n(x)A a: oti;(x 0 — x)dx = J uA x wdx, 
n n 

而由于条件 (3.99), fuA x wdx = 0. 对于 u h (x) 当 ： r € %时，等式 （3.97) 成立.在此 
式中令 h — 0取极&，便得等式 


lini ^(x 0 ) = J ip(\x - x°\)dx J u(x)ip(\x - x°\)dx. 
W Qf 


(3.100) 


因为当 p = 1 时 


|w h (x) — u{x)\^p[\x - x°\)dx ^ majc|<^| J 卜九⑷ - u{x)\dx 


而当 p >1 时 


\u h (x) — u{x)\^p{\x — x°\)dx 


\u h (x) — u(x)\ v dx 


(^(Ix-x 0 ]))^ 


Q = 



关于调 和函数 序列.拉普拉斯方程的广义解.外尔引理 


在这里我们应用了赫尔德不等式（参看 1.1 节).假设在等式 (3.100) 中# = 
w hl (\x-x°\) 并且然后又设 p = w h 2 (\x^ x°\), 便得到,对任意点: r Q € n p ,u^(x°) = 
u ^( x % 其中％是属于的这样的 区域： f 2 p 到沉2:的距离不小于> 0为常 
数，〜 < Pyh 2 < p. 因此，对任意 p > 0在内 u ( a ;) = u h ( x ), 所以 w ( rr ) 是内的 
调和函数，因而意味着 u (: r ) 是 fl 内的调和函数.定理证毕. □ 

这样一来，在 f 2 中引入广义调和函数并不能扩充中调和函数类. 

下述关于拉普拉斯方程柯西问题不可解性的论断是定理43的推论. 

推论5具有初始条件 



的拉普拉斯方程柯西问题在点 a : 0 = ㈣ ，… ，<4 0) 可解，当且仅当珍在点 a : 0 的 
邻域是解析函数. 

上述的对解析函数分的柯西问题的可解性可以从柯瓦列夫斯卡娅定理 I 推出 
(参看2. 2 节). 我们来说明，如果仏不是在/邻域中解析的函数，这个问题不可解. 

假设不然，设在某个区域中的点有> 0,其边界含有在超平面 rr n = 
0上的区域 G 0 l 在 n + 内拉普拉斯方程满足条件 （3.101) 的解.在区域= 
{ x ; ( xi ,--. , x n _ i ,- a ; n ) € Q +] 内预先定义函数 u ( x ), 假设对 x € 12- 


u(xi, … ,x„) = ， : r n 一 i, 一 x n ). 

显然,所构造的函数 ix (： r ) 在 Go un + 连续，并有连续的一阶偏导数.容易验证 
J uAipdx = J ipAudx = 0,对于 p e D(Sl) } fi = G 0 U f 2 + U 

n+un_ n+un_ 

因此, ti(a:) 是内的广义调和函数,根据本节的定理 43 及 3.8 节的定理 32, u(x) 是 
内的解析函数.这意味着分应当是解析函数，因此,如果0不是解析函数,具有条 
件 (3.101) 的柯西问题不可解. 

我们现在来证明有关调和函数序列的定理. 

定理 44 设 n 内的调和函数序列 u m 当 m 4 oo 时在空间 D \ n ) 内收敛于广 
义函数 u . 那么序列 u m ( x ) 在 n 内的每一点收敛于 tx ( a :) 并且 u ( a :) 是 Q 内的调和 
函数.此外，对于任意 a = (%，•••，％), V ^ um 当 m — oo 时收敛于 P ^ uOr ). 

证明因为 u m ⑷是内的调和函数，那么 

(Urn^tp) = f Um{x)^dx = 0 (3.102) 





对空间 D(Cl ) 内任意函数 p 成立.在 (3.102) 式中令 m->oo 而取极限，得〈％ △#》= 0 
对 p € D(Q) 成立.这表明 ix 是 f2 内的广义调和函数.依照定理42, w(:r) 在 ft 内是 
调和函数.其次，根据 3.5 节的定理I 7 ,当 Qf C fi 时对 p € D(Qf) ^ 

u m (x°) = I J ^p(\x-x G \)dx J ix m (x)y?(|x - x°\)dx. (3.103) 

W ) Qf 

因为当 m — oo 时等式 (3.103) 右端存在极限，那么当 m — oo 时 u m (x°) 存在极限. 
由于极限函数是内的调和函数，对它同样成立等式 


u(x 0 ) = J ip(\x -x°\)dx 


u(x)ip(\x - x°\)dx. 


(3.104) 


因为等式 （3.103) 右端当 m — oo 时的极限等于等式 (3.104) 的右端，那么 
J^Urn (x°) = u(x°). 如果序列 U m 当 m — OO 时在空间以⑼中收敛于 u(x ), 那么 
V^u m 当 m — oo 时在 D'(Sl) 中收敛于 V^u (参看§ 1.3). 因为 V a Urn 同样构成调和 
函数序列,那么按照前面证明的,对任意/ e n, 当 m — OO 时 V-Urr.ix 0 ) - V a u(x°). 
定理证毕. 口 

定理45设 n 内的调和函数序列当 m — oo 时，在 L p ( n) (其中/>彡1)范 
数下收敛于函数 u(x). 如果氏 C 那么，序列 u m 当 m — oo 时在任何子 区域^ 
内一致收敛于 u(x), 并且 tx(:c) 是 fi 内的调和函数. 


证明设 i? 等于^与如之间的距离,设: r G e a 根据球的平均值定理有 
^m l (x°)-U m 3 (x°) = J (ti mi (x)-U m2 {x))dx, 

沾 0 • • 

所以对: rOeA ，当 p=l 

l^m, (x°) - ti m 3 (x 0 )| < y* | Umi (x) - u ma (x)|dx, 

当 P>1 时 

(x°) - W m2 (x°)| < J \u mi (x) - Um 2 {x)\ch: 

Qn 0 
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其中 i i = 1. 这里我们应用了赫尔德不等式（参看 1.1 节).因为序列 u m (rr) 当 

m — 时 I L p (Ji) 范数下收敛,那么从关系式 (3.105) 可推出，如果 mo 是充分大的 
数，且 x 0 € 当叫 > mo, m 2 > mo 时 lumja: 0 ) — u m 2 ( x °)\ < e . 因此，当 m — oo 

时序列 tx m 在 fh 中一致收敛. 

因为对任意 m 与任意的 p € D ( Cl x ) 

j Um ( x ) A ( p { x)dx = 0, 
fix 

那么在这个等式中令 rn — oo 而取极限，我们得到 

J u { x ) Aip ( x)dx = 0. 

ni 

依据定理43,这表明 uOr) 是％内的调和函数. 口 

定理46 如果在 J1 内调和的 C°(H) 类函教序列 u m 当 m — 00 时在 an 上一 
致收敛，那么 Uvn { x ) 当 m oo 时，在 n 内一致收敛于内的调和函数 u ( x ). 

证明如果当 m —► oo 时 u m (a:) 在如上一致收敛,若 a: € dSl , mi 9 > m 0 ,m 2 > 
m 0 且 mo 充分大而 e >0 是任意给定的数,那么 | u mi ( rr ) - u ma (x)| < e . 根据 3.5 节 
的定理21，对中所有点有 


Wm^x) - Um 2 (^)\ 

因此，当 m — oo 时在 n —致收敛.由定理 45 推出，在 fi 中一致收敛的调和函 
数序列的极限是内的调和函数. '□ 

现在来证明有关调和函数族紧性的定理. 

定理47设在内调和的函数 u m , m = l ,2，...， SL p ( Q ) 范数下一致有界， 
0 1，即 i 

其中常数 A / 与 m 无关.那么由序列^可以选出在任意子区域^中一致收敛的 
子序列，其中 A ca 所选子序列的极限是 n 内的调和函数 u ( x ). 

证明设 Qh 是半径为的球，使得 Qfi c fi ， 且由到的距离大于 
2(5,(5 >0为常数.我们来证明，在半径为 R - hS 的同心球 Qhw 中，函数 u m 对 m — 
致有界.实际上，应用关于平均值的定理与赫尔德不等式，我们得到，对/ e Q M , 
当 p=l 时 〜 

|u m (x°)| < J \u m {x)\dx ^ M, 
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当 p > 1时 


\nm(x°)\ < ^ J \Um{x)\dx 



其中 M 是与5有关.但与/无关的常数，而 i + i = 1. 依据有关调和函数的导数 
估计的定理，对任意的点 X e Qh 有 


dUmjx) 


< 7 max |u m | < Mi 


(3.106) 


其中奶与 m 无关.由不等式 （3.106) 可推出函数族^在 Qh 中的等度连续性，因 
为对 a : € Qh ， 怎’ G Qh 

| w m ( x ) - u m (: r ’)| = (Xj - x\) ^ Ml • n | x - x , |, e e Qr . 

依照 1.1 节中的阿尔泽拉定理，由序列 u m 中可以选出在 Qh 中一致收敛的子序列. 
设^表示这样的点集合 n :它到的距离不小于 35. 设当 A : — 00时序列奴 — 0. 
显然，集合％是闭集，它可以用有限多个到如的距离不小于 2 J 的球 Q \“ .， Q N 
覆盖.按照所证明的，由序列 u m 中可以选出在球 Q 1 中一致收敛的子序列 tw , 其 
次,可以从序列中选出在球 Q 2 中一致收敛的子序列 u m 〃， 等等.这表 明在％ 
中存在着一致收敛的子序列显然，用这样的方法可以从这个序列中选出在 
中一致收敛的子序列，然后在其中又可选出在中一致收敛的子序列，等等.由 
u m (x\ m = 1,2,..., 中用对角线手法可以在任意集合中选出一致收敛的子序 
列.显然，只要4充分小，任意具有性质 fTcfi 的区域^都含于集合仏 fc 中.根 
据定理45,所选出的子序列极限是0中的调和函数.定理证毕. □ 

3.12 牛顿势.拉普拉斯算子的亚椭圆性 


具有常系数的线性微分算子 l 称之为亚椭圆算子， 是指： 如果对任意区域 n C 
R 2, 在 n 中= /，且/ e c °°( n ), 在这样的条件下， D f ( Sl ) 中广义函数 tx 是 
类函数.在本节中我们要证明拉普拉斯算子的亚楠圆性.首先研究牛顿势的性质.在 
n = 2 的情形,这样的势还称为对数势. 


牛顿势.拉普拉斯算子的亚椭圆性 


定理48 设 f ( x)e C k ( Q ), k ^ 0, 且在 Q 内 |/| M 为常数，那么牛顿势 


咖） 


/(2/)1 工 H 当 n>2, 


”⑷= y /(v) in j x ~ y | d2/ 当打 =2: 
Q 


(3.107) 


类函数. 

证明设X 0 € n,C A > 0为常数，函数 0(a;) € C^Q #), 在奶°内 
^, = 1, x° = (x?, ••- ,x®). 根据公式 （3.107) 有 2 

v ( x ) = I lf(y)^(y) + /(y)(i ， ^{y))\c n E(x,y)dy = Vi(x) + t; 2 (x)， （3.108) 


其中当 n > 2 时 C n = _(n - 2)a; n , 当 n = 2 时 C n = -27r,£(a:,y) 是拉普拉斯方程 
的基本解， 

M x ) = J f { y )^{ y ) C n E ( x , y ) dy t v 2 ( x ) = J /(2/)(1 - ^( y )) C n E ( x , y ) dy . 

Qfn • 

容易看出， V2 ( x ) 在点 x Q 的邻域 Qf 内是无穷次可微函数，因为当 rr e Qf 2/ e 
iAQf 时邮， 2/) 是: r 与 j/ 的无穷次 ¥ 微函数，因而积分的可以在积分号下求 4 导•我 
们来证明，在 Qf 内，当 M 彡 A+1 时存在连续导数 V a Vl . 设 a = (cn,|a| 彡 
A: + 1,对某个 j, ai > 0. 借助于分部积分公式，函数 Vl (x) 可表为如下 形式： 


Vi(x) = j *i(yi, •• - ,yn)^(rl)(y)C n E[x y y))dy, 
Qfn 3 


(3.109) 


其中 


^j(y) = - y fivi， …， yj - i ， 8 ， y j+1 


Vn ) ds . 


我们来考虑 a: e Q!°. 在积分 (3.109) 中作积分的变量变换 rj = y — X ， 那么，当 
|x - 时，考虑到必⑷ e CS °( Q : r 0 )， 得到 ‘ 


vi ( x ) 




巧■(帅7 + x ) C n E (0 9 r ])) dr }. 


(3.110) 


容易看出，反常积分 


f 峰”)|心 


| E (0，”)1 向 
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收敛，函数 ^(y) 有直到 A: 阶的任意连续导数以及含有至少对~的一个微分的 
fc + 1 阶连续导数.所以当时存在连续导数= ^，…， a n ),|a| 彡 
k + l 1 a j > 0 . 这个导数可以对 (3.110) 式中的积分 t；i(x), 在积分号下关于: r 求导数 
得到: 



J va ^j(v + x)^( 7 p(rj + x)C n E( 0 ,rj)) drj. 

Q b 3 


实际上，当 x = (xi, ••- ,x n ) € Q x ^ 及 ^ = (xi, ••- y xi^i,xi -f ，: r n ), 如 

果 fc = 0, 对 f 如果对任意 Z , 有 


Vl ^ Ax/ ~ ^ ~ f Vx i 卜(” + ®) 是 W” + ®)C n B(0,”)) d” 

Q0 ! r 

)J + 其中当 X，—X 时 e (X，X ')— 0, 


J |C n | ^(0,^)1 +I® 

Q h 


并且这个不等式的右端当 x^x 时趋于零.类似地,可以证明，当 fc > 1时 1^(0：) 的 
更高阶导数的存在性.定理证毕. □ 

积分 (3.107) 中的函数/(2/)称为牛顿势的密度. 

定理49当 /( x) E C fc (J2), 在 n 内 |/( x)| 彡 M, M 为常教， fc = 1时，牛顿势 
(3.107) 在 Q 内满足方程 


△v = -(n — 2 )cu n f 当 n > 2， (3.111) 

= -27r/ 当 n = 2. (3.112) 


证明按照公式 （ 3 .10S) 令 t;(x) = Vl (x) + v 2 (x). 显然，在内△奶= 0,因 
为当 x G Qfi / € \ Qf 时 A x E( Xl y) = 0且积分 v 2 (x) 可在義分号下求导•当 

x^Qt 时¥了计算 vi(x) y 在积分 v x (x) 中作变量变换 y = r; + x •当 x e Q| 0 时有 

Vi(x) = J Cnf(x + 7?) 仏 (x + r))E(0,T])drj. 

Q h 

应用分部积分公式并利用当 a: € Qf 时函数 il)(x + rj) 作为 n 的函数属于 D{Q\ r ) 
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类这一事实，得到 


= lim 
c —*0 


Q 0 5 „\ Q ? 




= lim - J C n f(x + v)tp(x + 7] 、竞 d/q 一 j C n f(x + T])tp(x + ”)£(0, ri)VjdS 

% r \ Q ? 

=-/ ⑽蔫初. 

Q U 

所以，考虑到△芯 (0,77) = 0在\ 0内成立，借助于分部积分得 

Cn f — f 削犯 

OT]j c —0 / ^ 




dxj 




fr { dx o 9 r]j 


dr ) 


=hjnCn J /(x + V) 咕(工 + V) 9g g~r ^ dS . 

5? 


若 e 充分小当 r ? € Q ?, x € Q |° 时函数必 (X + ”) = 1. 所以当 x € %。及 n > 2 时 

^vi(x) = limC n J ^^f(x + v)dS 

* s ? 


= lim(2 — n)e l ~ n J /(x + rj)dS = (2 - n)uj n f(x). 

s °. 


当 n = 2 时有 


Avi(x) = lim I --J f{x + r])dS | = - 2 nf(x). 


于是，定理证毕. 


□ 


定理 50 拉普拉斯算子是 RJ 内的亚椭圆算子. 

证明设 u € Z )'( n )， 在 n 内 C °°{ Q ). 我们来证明 u e C °°( fi ), 
设： C G e n , Qf R Cf 2 ,^e C ^{ Qf R ) 且在内必⑷ = l . 考虑密度为 f ^ C ~^ 的牛 
顿势 


切⑷=/ fiy)^(y)E(x,y)dy. 
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根据定理 4 8,函数切⑷在 n 内无穷次可微，在内 △!/; = -( n -2 K /( x )^( x ) 
C ^= f ( x )^( x ) y 并且 D f ( il ) 中的 u - 您是内的广义调和函数.依照 3.11 节的 
定理42, u - 切是内的调和函数，因而，如同在 3.3 节证明的，函数 u -切属于 
C °°{ Q x r ) 因 为/是 n 的任意点，那么 tx € 定理 证毕. □ 

在 3.2 节我们定义了拉普拉斯方程的基本解为在 RJ 中满足方程 

A X V = J(x - x 0 ) (3.113) 

的、 D \ R -) 中的广义函数 K ( x , x °). 显然，在这样的定义之下，基本解的确定准确 

到中的调和函数.如果在 K ( x , x °) 上加上 条件： 对 n > 2,当 | x | — 00 时 

V { x , x °) — 0,当 | x - x 0 | > 1 时 | K | 彡 K x ^ K 2 \ x \^ 其中 /^， K 2y p 为常数， 0< p < l , 

对 n = 2 , / V ( x t x Q )dS = 0,那么拉普拉斯方程的基本解可唯一地确定并由公式 
sf 

(3.8), (3.9) 给出. 实际上，在这样的假定下，方程 （3.113) 在旧中的两个解之差 
Vi ( x , x 0 )- V ^,/) 是 RJ ； 中的调和函数，如果 n > 2,当 | a :| — oo 它趋 于零； 如 
果 n = 2 ,它在％中不超过 W + K ^ } K [, K ^ 为常数， p < 1. 依照刘维尔定理 
(参看 3 . 9 节)， V !( x , x 0 )- ^( x ^ 0 ) 为 常数. 在 n > 2的情形，这个常数等于零，因 
为当 M — oo 时％ _ V 2 -> 0.在 n = 2的情形，由条件/ V ( Xl x°)dS = 0推出, 

5*° 

V l - V 2 = 0. 所以在上述补充条件下，拉普拉斯方程的基本解 1 与由公式（3.8)， （3.9) 给 
出的函数 £?( x , x °) 重合. 

现在考虑泊松方程 Au = f 的广义解.设/是中的、在 f 2 中具有支集 
的广义函数,其中 fi 是％中的有界区域.那么/与 ChE ^ x ) 作为 D ^ R -) 中的广 
义函数，其卷积确定了 D f ( R ^) 中形如 

V = f ^ CnEiO . x ), 当 n >2 时 （7 n = — ( J„(n - 2)，当 n = 2 时 C n = -2? r ， 

的广义函数,它们被称为广义牛顿势.依照卷积的微分法则（参看 1.3 节)，有 

△t; = △(/ * C n E(O t x)) = / * C n ^E = / * C n rf = C n f. 

如果 / 是 R ? 中的可积的具有紧支集的函数，那么广义牛顿势具有如下形状： 

v { x ) ^Cn j f ( y ) E ( x , y ) dy , 

R n 

且函数 Ti ；=^ 是泊松方程 Aw ^ f 的广义解. 

3.13 狄利克雷问题的广义解 

本节我们来说明在有界区域 ft c RJ 1 中所谓 的广义 狄利克雷问题的提法及研究 
它的性质.在索伯列夫空间 if 1 ⑼及 中可求出这样问题的解. 




13 狄利克雷问题的广义解 


我们记得（参看第1章)，希尔伯特空间 L 2 ( fi ) 晕区域 n 内的平方可积函数空 
间； L 2 ( f 2) 中的内积与范数以下述方式给出： 

( u , v ) = [ uvdx , || u||o = ( u ， u ) = f u 2 dx , u,v G L 2 ( f 2). 


空间 i / 1 ⑼中包含着 L 2 ( Q ) 中的函数 u ( x ), 对这些函数，其所有的一阶导数 
du / dxi 同样也是空间 L 2 ( fi ) 中的元素.（导数理解为广义函数的意义下的导数 .） 空 
间 H 1 ^) 关于内积 

= J uvdx-h J 史盖盖 办， H 1 ^) (3.114) 

n n fc==1 

同样是希尔伯特空间.在空间 H ^( Q ) 中的范数，与内积相应，由下式 给出： 

m ( n ) = [«， «]»>( n ) = Jn 2 dx + (^) ^ = Nlo + l | Vu || g , (3.115) 

其中 || Vtz || o , 我们将其理解为在空间 ( L 2 ( il)) n 中的向量函数 Vt ^ a :) = 、 du / dx u …， 
du / dxn ) 的范数. 

最后, Cg ° ⑼ 按空间 H l ( Q ) 的范数的完备化称为空间由这个空间的定 
义得出 Q 

C 0 °°( fi ) C H l ( Q ) C H l ( Q ) C L 2 ( fi ). 

空间中的内积与范数可由 H ^( Q ) 的诱导出，同样可由公式 (3.114), (3.115) 

给出. 然而，如我们稍后所看到的，可用弗里德里希斯不等式在 H 1 ^) 中引入另一个 
与前述等价的范数以及相应的 内积： 


Ml? = [w> y ]= 


-im 


dx =\\ Vu\\l 


(3.116) 


M = /E 盖差血 =(Vu,Vt;) (L2(n)) n, u.veH 1 ^). (3.117) 

n k=l 

在这个表示之下,关系式 （3.114) 〜 (3.115) 可改 写为： 

= IMI§ + IMI ?， [ u >v]h i m = (w ， v) + [w ， v]. 

我们看出，在这个表示之下，弗里德里希斯不等式 （1.9) 具有如下 形式： 




(3.118) 
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定理51在空间 i 1 ⑼中， 范数 II • II 讲⑼与 II . Ili 等价. 

证明通过 \\ u \\ H l { Q ) 由上方来估计 || tx || i , 显 然有： 

|^|?<|^^+||以||? = ||刈^(即 

反方向的估计由弗里德里希斯不等式 (3.118) 直接 得出： 

INI?fi(n) = IHIo + NI?< (C(fi) + 1)M?. □ 

以下我们将处处应用由 （3.116) 〜 (3.117) 给出的中的范数与内积. 

3.13.1 H 1 ^) 中函数的迹 

索伯列夫空间的定义基于勒贝格积所以几乎处处重合（即在零测度集上不 

同）^函数在每一个空间 L 2 ⑼，丹 1 ⑼ ，土⑼ 中都给出相同的元素.因此，作为从 
或 H 到 R 内的映射的函数 ti (: r ) 在任何超曲面（而超曲面在包容它的空间中自然 
是具有零测度的）上的改变不会改变作为泛函空间 L 2 { n \ H l { n ) y H 1 { il ) 的元素的 
这个 函数. 由此，似乎应 得出： 吁 2 ⑼,中函数在超曲面上的值”这一 
概念本身没有 意义. 但是，这一概念具有完全确定的意义，而在空间 HHn ) 或 H \ n ) 
(但不是 L 2 ( n )) 的情形,甚至不超出通常函数（而不是广义函数）类的范围. 

为了简单,限于较为 f 窄的空间 A ⑼.依照定义,无穷次可微的具有紧支集的 

函数的空间 cs °( n ) 在 H l ( Q ) 中处处稠密.我们可以假设，函数 u e cg ° ⑼给定在 
整个空间 R n ， 这只要在 n 外补充定义其为零即可.对于任意的函数 e c Q °°( ir ), 定 
义它在超平面巧 = C(C 为常数）上的迹 7 ( u ), 这个迹乃是空间 ^( R - 1 ) 的元素. 
从而存在映射 

7: c 0 °°(ir) — QW 1 ). 

我们证明，这个映射7可延拓为由 Ap ) 到 L 2 ( ir ) 的连续映射，其中 n ' 是区域 n 
被超平面巧= c 所截得的截面 ， fv = n n {巧= C }, 其中 c 为常数. 

定理 52 如果序列 u m ( x ) € Cf ( n ) 按 H l ( n ) 的范数是基本列，那么它在超平 
面 xj = c 上按 L 2 ( n f ) 的范数是基本列. 

证明为了确定起见，设:; • = 1,町=常数= 假设 ， n c { a ：; w <> i , i = 
1，…， n }. 如同前面一样,假定在 n 之外 U = 0,我们有 

du 

^ 1 * 


;(a ： i ， x 2 ,--- ,x n ) = J 
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按照柯西-布尼亚科夫斯基不等式 
U 2 ( x ；, x 2 ,-.., x n )= 

<2A f ( 乾 ) 缸 1 . 

—A 

对超平面 x = x ? 积分这个不等式.我们有 





对差 w = Wm 一 Ujt 写出这个不等式.得到 

ll^m - w A ： IU a (no = J{Um - U k ) 2 dx 2 • • ■ dx n ^ 2 A\\u m - u k \\i. (3.119) 

n , 

这样一来，按 H\^l) 范数收敛的函数序列 u m e C 0 -( fi ) 当 m — oo 时在 平面巧 =C 
上按 L 2 (n f ) 的范数收敛. 口 

已证明的定理允许把定义在。空间 H l (Q) 中处处稠密的集合 Cm 上的迹映射 
7按连续性延拓为在整个空间 H l (i 2 ) 上的 映射： 

7:—卜厶 2 吖). 

这个映自然是以连续甚至是李普希茨连续性而得到（参看 （3.119) 式).从而，函数 
咖）€ 的迹7⑻的概念是作为空间 L 2 ( fiO 中元索而定义的. 

定理 53 函数 以⑷€ ff^Q) 在超 平面巧 = < 上的迹连续依赖于 

证明 取序列€ 切 ⑴), ||^ - — 0. 在这种情形下函数 u m (x ) 在超平面 
A = x? 及 a = a :?+ Ax ? 上 的迹按 ^( R ^ 1 ) 范数(按 定义） 收敛到函数 w = uixux 1 ) 
的迹 «〆 ）及 W(X? + △：!：?, 〆), 其中 〆= (X2, ••- ,X n ). 

我们有 

/ ^ - 
怎？ 


X ’）一 Um(I? + Ax?,X ； )= 
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与定理52的证明类似， 

x?+Ax? A 2 

( u m ( x ?, x ') - Um(xi -h Ax ?, x ^) 2 < Ax ? J da：i ^ Ax ? J dxi , 

x? 1 一 4 Xl 

2 

J ( tz m ( x ?, x , ) - + Ax ( l ， x , )) 2 dx , ^ Ax ? J dx < || u m ||? Arc ；. 

xi = x ^ n 

令 m — oo 取极限,得到：当 △：!：?-♦ 0 时 

j ( u ( x ?, x f ) - u ( x ? + Axi ， x , )) 2 dx , ^ KAx ^ 0, 

® i=*i 

其中 K = supll ^ ll ? (我们记得，序列 u m ( o :) 在 H \ n ) 中收敛，因而表明，序列在这 
个空间中有^). □ 

于是，函数 u ( x ) € / f 1 ^) 在任意的坐标超平面上定义了 L 2 中的函数，这个函 
数连续地依赖于超平面（或者在 n = 2的情形是曲线).这对任意 n - 1维的光滑超 
曲面同样也是对的. 

实际上，如果超曲面由方程 F ( x 1> ..., x n ) = C 给定 ， F € C 1 , ^ ^ 0,那么作 

坐标变换 • 1 

Vi = F ( Xi ,_-. , x n ), y2 = x 2 ，.“、 y n = x n} (3.120) 

我们便把超曲面 F ( x !,..., x n ) = C 变$超平面扒= (7. 在光滑（(^(⑦类） 变蜇变 
换的情形下，定义在变量: r 中的空间 H l ( n ) 的范数与定义在变量 2 /中的这个空间 
的范数等价.序列是基本列这一性质对于换成等价范数是不变的. 

。附注 5 (关于 H 1 ^) 中函数的有界值）在前述迹的定义的意义上，函数 u G 

H \ ii ) 在区域 n 的边界 dii 上等于零（因为在如上，所有 cs °( n ) 中的函数等于 
零)，即 0 

u | x€W = 0 Vu € H \ n ). 

函数 tx e H l ( n ) 在区域 J 2 的边界上等于零可以在这个函数的平方沿超曲面 
r c ci } 的积分趋于零的意义上来理解，其中八当 c — +0时收敛于 an = r Q . 更确 
切地说，设存在一族超曲面{忍 ; O ^ c ^ co }, 它们由方程 Fh ，• • • ，〜）= n 给定，并 
且函数只在如的邻域属于 c 1 类， af # 0, 同时当 0 < C 彡 co 时/; c n, r 0 = aa 
那么，（在任夸点 Pedil 的邻域）作形如 (3.120) 的坐标变换，由定理53 推出： 
对任意函数 ti e H ^ Q ), 当 c — +0时 

J VL 2 { x ) dS x — 0 = / u 2 ( x ) dS x . 


r c 


如. 


(3.121) 
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3.13.2 具有齐次边界条件的狄利克雷问题 

在定义问题 

Au = /, (3.122) 

n\ d Q = 0 (3.123) 

的广义解之前,先引人某些有启发性的考虑.我们记得,一个 C 2 ( n ) nc ( n ) 类的函数 
1/(0：)，其在 n 的边界上为零，当把它代'人方程后给出永真的等式,就称函数是这个问 
题的古典解.同时函数 / Or ) 假设在 Q 内连续. 

命题1 设函数 tx € C 2 ^) 满足方程 (3.122), / € C ( Q ) 那么 

证明对任意函数 P 由 (3.122) 式推出 

J (fAudx = j fipdx . 

n n 

对等式左端进行分部积分（由于实际上我们是在某个子区域^上积分,^ c fi , 在 
仏外 W = 0,这样进行积分是合法的而对 U 的直到边界的光滑性没有任何条件), 
得到 ^ 

或者，记起在有关内积的公式 (3.117) 

= (/， W C ^°( fi ). (3.124) 

在空间意义下的内积 [ u ， ㈣ 与在空间 L 2 ( fi ) 意义下的内积(/，^)连续依赖 
于作为空间7/ 1 ⑼的元素的#于是,等式 (3.124) 被延拓到整个空间；⑼. □ 

现在，在问- (3.122)-(3.123) 中以在命题1中证明的等式取代（3.122)，以函数 
属于空间 H l ( Q ) 取代边条件 (3.123) (参看附注 5). 我们得到如下定义. 

定义 2 如果对于函数 u ( x)e H x ( n ) 成立 

[^» + (/，#) = ◦ Vp e 丑⑽， (3.125) 

其中/ € L 2 ( fi ), 函数 w ( a ;) 称为狄利克雷问題 （3.122) 〜 (3.123) 的广义解. 



命题 2 设函数 u € nc ( n ) 是狄利克雷问題 (3.122)-(3.123) 的广义解， 

fe C ( fi ). 那么 u 是这个问題的古 典解. * 

证明实际上，当 txec 2 ⑼及 cnn ) 时,把证明命题1的全部推演反过 
来进行，而由等式 

y*(Atx — f)(pdx = 0 Vv ? G Co °( n ) 
n 

推出在内连续的函数 （Au - /) 恒等于零 .. 这表明方程 （3.122) 在古典的意义下 
成立 • 

至于边界条件，那么对于在 ST 上连续的函数 u ( a :)， 由 (3.121) 可推出 (3.123). □ 
定理54 狄利克雷问题 (3.122)-(3.123) 的广义解存在且唯一. 

证明当/ € L 2 ⑼时， 线性泛函= 一 ( f ，< p ) 在空间 H l ( Q ) 中对 p 是连续 
的.事实上，根据柯西-布尼亚科夫斯基不等式及弗里德里希斯不等式（3.118)， 

險) 卜 10)1 < ll/llo . IM “ ll/llo • y / C { n)Mi 

< KMi w < peH l ( n ). 

由关于在希尔伯 f 空间中连续线性泛函一般形式的黎斯 (Riesz F .) 定理推出，存在 
唯一的向 £ Uei ^( f 2) 使得 

[ u ,( p ] = l (( p ) = -(/，(^) H l ( n ). 

余下的仅仅是注意到，所得等式丝毫不差地正是狄利克雷问题广义解的定义. 口 

附注6不引用黎斯定理很容易证明狄利克雷问题广义解的唯一性.（或者，换 
句话说，在黎斯定 g 中唯一性的证明是如此简单,不费力气且重复的 .） 实际上,设有 
两个函数 Ui , ti 2 € H l ( Q ) 都是问题 （3.122) 〜 (3.123) 的广义解.那么，根据定义 

[ u u ( p ] = [ u 2 , ip ] = -(/, ( p ) Vy ? G 丑⑽. 



[ui — U 2 , Ui — U2] = ||ui — U2II1 = 0 . 

后一等号表明，作为 H 1 ^) 中的元素 U !- tx 2 = 0 或者说，几乎处处有 Wl = u 2 . 
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附注7设&，•••，％•••是可分空间中的完全正交系， 

Ikfcll = 1, [< Pky < Pj ] = 0当 fc 一乂 

把外代入到定义问题 （3.122) 〜 (3.123) 广义解的积分等式 （3.125) 中,得到 [ u 0 ^ k ] = 
-(/，外).于是便求出广义解 txo 对函数系 { ifk } 的傅里叶展开的 系数： 

QO 

• 仰= — 外)外. 
k=l 

3.13.3 变分方法 

为了证明狄利克雷问题 （3.122) 〜 (3.123) 广义解的存在性和唯一性，可以用另外 
的方法，即所谓的变分方法. o 

对固定的函数/ € L 2 ⑼在空间 H l ( Q ) 中考虑泛函 

4>(tz) = ^[u,u]4 - (/, u) = ^||u||? + (/,u), tx€ H\Q). 

令我们感兴趣的是泛函的极小化 问题： 

(3.126) 

我们来证明一系列关于这个泛函性质的简单断言. 

命题3泛函 少⑼在 H l ( Sl ) 中连续. 

证明范数 IMI : (按连续性的定义） 是在巧 范空间 H 1 ^) 中的连续函数.加项 
( Lu ) 当函数/ € L 2 ( fi ) 固定时，它作为 tx e A ( n ) 的函数的连续性当我们证明定 
理54时已经证明了. 口 

命题 4 泛函 $( u ) 在空间 H l ( Sl ) 中下有界. 

证明由初等不等式肋<^1 2 + #6 2 ，^>0推出 

企⑻ = ‘Ml? + (/，啦 \M 2 i- II/IIoMo > -IMI? — ||MI§- 士 ||/|| 0 2 . 

应用弗里德里希斯不等式（3.118)，得 

少(心>11?-甲1叫|卜士|1/||§. 

选取 e 使得 eC ( Sl ) ^ 1. 那么 



因而泛函 ^( u ) 下有界. 


□ 




因此，对泛函 ^( u ) 来说，存在着下确界 


inf $( u ) = fi . 
ueHHn ) 

命题 5 如果函数 uo e H 1 ^) 是泛函 ^( u ) 的极小值点，即 ^{ uq ) = / i , 那么 w 0 
是狄利克雷问题 （3.122) 〜 (3.123) 的广义解. 

证明设 $( u 0 ) = fi . 那么对任意元素 p e H \ il ) Re 为常数成立 

^{uo + ev ) 彡 M = ^(^o)- 

我们有 

少 (tl 0 -\~Sip) = ^[uo^ £(fiy Uo + e ㈣ 十 (/，Uo + E(fi) 

= \[^OyUo}^ e[U0, d + “ 2 [p , ⑷ + (/ ， 0) + e{f, ip) 

1 e 2 

= + (/^) + ^([^0^] + (/，#)) + y 

因此， e 的二次三项式 

+ (/ ， P)) = ^(uo + eip) - $(n 0 ) 

对所有的 e 值非负.这导致对 f 的系数为零，也就是 （3.125) 式成立. □ 

• 命题6 如果函数 tx 0 € H l { Q ) 是狄利克雷问题 （3.122) 〜 (3.123) 的广义解，那么 
泛函$⑷在仰点达到极小值，也就是 $( uo ) = fl . 

证明设 ti 0 e H 1 ^) 是狄利克雷问题 （3.122) 〜 (3.123) 的广义解，而 tx 是 
中任意一个 元素. 设在 (3.125) 中 p = u - Txo € H l ( Q ), 我们有 

O 

[ txo , u - u 0 ] + (/, u - uo ) =0 Vt ! € H 1 ( fl ). (3.127) 

类似于前一断言的证明，我们有 

金 ( ti ) = $(tio + (ti — Wo )) 

= + [uo,u-wo] + ^[u-u 0 ,u-n 0 J 
+ (/，^0) + (/， W -^0) 

= 中 (^ o ) + - l|u — ^ oll ? +【^ o，u — uoj + ( y >- uo ). 

由于 (3.127) 式 

1 ° 

少 ( Ti ) 一 少 ( Wo ) = - [u ^ uo,u - uq ] ^ 0 Vtx € H 1 ^). 

这表明泛函 ^( u ) 在点 uq 达到了极小值. 


□ 
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命题5与命题6说明狄利克雷问题（照定义2理解的）与变分问题 （3.126) 的 
等价性.虽然我们已经借助于黎斯定理证明了狄利克雷问题的广义解的存在与唯一 
性，我们还是要独立地 if 明变分问题解的存在与唯一性. 

我们称序列如€ 为极小化序列，是指 

lim $(u n ) = /x = inf 
n_ *°° ueH l (Q) 

显然，极小化序列是存在的（回忆下确界的定义 

命题7 任何极小化序列 {tirj 在 H l ( Sl ) 中收敛. 

证明我们来证明， A ⑼中的极小化序列 { ti n } 是基本列.成立如下关系式 •• 




Un — 
~2 



它类似于初等的算术等式 y + y = (¥) + (^)(同样可证明)•由此 

+ 少 ( Urn ) = ^卜 nil ? + (/，、）+ ^llUmlli + ( f ， U m ) 


Un+Um 
~ 2 ~ 


U n - 
~2 


- f (/, u n + n m ) 


=妳 ( 中 )+ | 宁 I:. 


因为 ^( u n ) —► / i , 那么对任意5 > 0，只要 n 与 m 充分大就成立 $( u n ) < fi + 
s , < /i + e , 另一方面， $ > / x , 因为 / x 是泛函少 ( u ) 的下确界.这意 

味着 


2 /i + 2 e > ^( t / n ) 4- ^( t ^) = 2 <P %2/ z 4- 


U n - 

T 


于是当 n 与 m 充分大时成立 


Un - 
~ 


<2e ， 


即序列 { tz n } 是 H l ( n ) 中的基本列. 

命题 8 极小化序列 { Un } 的极限 U 是变分问題的解. 

证明根据泛函 $( u ) 的连续性有 

$(u) = ^ Qirn^Un^ = lim ^(un) = /i = inf $(u) : 
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在点 ue H ^ Q ) 达到泛函 ^( u ) 的 极小. r □ 

命题 9 任意两个极小化序列 {如} 与 {〜} 的极限 u 与 t ; 重合. （等价的 叙述: 
变分问题的解是唯一的 .） 

证明实际上，序列 UyVjUjV , -- -是极小化序列（因为 ^( tx ) = ^( v ) = fi ). 这表 
明，根据命题7,这个序列有极限，这仅在 ii = v 时才可能. 口 

总结上面所证明的命题5〜9,成立如下的定理. 

定理 55 变分问题 (3.126) 的解 u(x) 存在、 唯一， 它与狄利克雷问题 （ 3.122 ) 〜 
(3.123) 的广义解重合,任何极小化序列按 H ^ Si ) 中的范数收敛于这个解. 

3.13.4 具有非齐次边界条件的狄利克雷问题 

定义狄利克雷问题 

Atx = /, x € ft, (3.128) 

u\an = rp (3.129) 

广义解的一般方法仍旧与齐次边界条件 （3.123) 的情形1样.用分部积分引人积分 
等式并把它取作广义解的 定义. 这时当然解不能在空间中选取，而是在空间 
妒⑼中选取.但是，此时立刻发生这样一个问题“一般地说，是否可以把定义在边 
界如上的函数分延拓到区域 fi 内成为 H l ( S 2) 中的函 数?” 这个问题不是那么简 
单的,一般说来，如果仅仅矽€ C ( dQ) y 只有否定的答案. 

所以我们从一开始就要求仏 ( a :) 不是给定在边界沉2上,而是给定在整个区域 n 
(^，同时分属于妒⑼类，而边界条件 (3.129) 将理解为函数 u 与寸 之差对于空间 
的属性，或者，如果事先准确地定义 H l ( n ) 中函数的迹的概念，可以等价地理 
解为等于这个函数在上的迹.这样一来便导致如下的定义. 

定义 3 函数 rzOr ) € H \ Cl ) 称为狄利克雷问题 （3.128) 〜 (3.129) 的广义解，是 
指: 对于矽 e H l { il),fe La ⑼， 有 

2) 成立等式 

[衫 ， W + (/， <^) = 0 (3.130) 

引人表示 U — 分= t ; e H l ( Q),u = iP + Vl 等式 (3.130) 可以改写为用 t ; 表示的形 
式： 

o 

卜， ㈣ =一[分，⑷一 (/， p ) ^( n )- (3.131) 
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我们可以理解函数分€ H l ( Q ) 与函数之和为狄利克雷问题 (3.128) 
〜 (3.129) 的广义解，对这个函数之和， (3.131) 式成立.这时，由黎斯定理我们又是 
容易地得到广义解的存在与唯一性.实际上线性泛函 


%0 = _[切1-(/» 

对固定的 H l ( n ) 及 / e l 2 (⑺，在空间 A ⑼中关于#是连续的，因为 

KMI ^ "▽411。 . IMIi +11/11。 • IMI。 < (IMIz / 叩 ） + V c (^)\\f\\o) IMIi ， 

其中 C ( il ) 是弗里德里希斯不等式 (3.118) 中的常数.因此,存在并且是唯一的 H \ Q ) 
中的元素 v , 使得 (3.131) 成立. 

狄利克雷问题 （3.128) 〜 (3.129) 的解可以用变分方法得到.仅限于拉普拉斯方程， 
即假设/ = 0. 对我们来说出现了一个关于在闭的仿射子空间 H ^ = {ue 

以 H l m 上泛函 $( u ) = ^|| Vu || g 极小化的 问题： 

步⑼= Jll ^ llo -^ 少⑼= / i . 

2. ueH^, 

附注 8 所得到的泛函 



称为狄利克雷积分，它具有物理意义（准确到乘以常数因 子)： 振动介质的位能.于是 
我们解决了位能的极小化问题，例如（在 n = 2的情形）边缘绷紧的薄膜的位能极小 
化问题. 

这个问题具有与我们在齐次边条件的情形所建立的性质相同的性质(‘参看定理 
55). 例如，泛函$在中范数下的连续性及下有界性（以零为下界）是没有疑 
问的.我们来验证变分问题与狄利克雷问题的等价性. o 

如果点 tx 0 € 是泛函少 ( u ) 在心 上的极小值点，那么对任意元素 

及任意常数 e 成立 


1 e 2 2 
5[^ o ， uo ] + e [ uo ， P ] + + > 屯(抑）= ^[ tx 0 , Uo ], 


^0 ， p1 + 彡 o Ve € R,Vy?G H 1 ^). 


这仅在 


[uo^] = 0 V<^ G 


(3.132) 




的情形才是可能的,这是在拉普拉斯方程情形对于定义广义解的积分恒等式. 

反之，如果€心满足恒等式（3.132)，而 w 是中的任意一个元素，那么 

依照心的定义 u — u Q = ( u - tP ) - ( uo -寸 ） e 设在 (3.132) 式中 p = u - w 0l 

有 [ wo , = 0,那么有 


$( u ) = $( ti 0 + v ?) = -[ no ,^] + [ uo ， P ] + 2 ^^] 

^ ^ I ^ O , Wo ] = 0(^0)， 


(3.133) 


即在点抑，泛函 $ ⑷取^ 上的极小值.同时 uo 是唯一的极小 值点， 因为在 (3.133) 
式中仅仅当 W = 0时成立等号，即当 p = 0时 tx = uo 几乎处处成立. 

为了事情完满，还需要证明在妒⑼中任意极小化序列 { u n } (其中〜 e 心) 
的收敛性： ^( u n ) -♦ /Z = $( u ). 

如同前面一样， 我 H 


$( u „) + = 1 -\\u n \)l + |iM? = + || HlL i i ^|[ 

⑼ (中 )+ | 宁 I :/ 1 

对任意 e > 0,只要 n 与 m 充分大成立 $( t / n ) < /x + e , $( u m ) < /x + e . 另一方面 


Un^-Um 


(中卜 


H ^h 因为 Un -2 Um 一必 = 2^ 一仏 )+ ( u m -必 )）€ H x ( n ), 而这表明 


2 /x + 2 e> $(u n ) + $(‘）= 2 $ (^^i) + || 

> 2 M + \ \\ U n ~ u m \\ l - 

于是，对于充分大的 n 与 m 成立不等式 

\Wn - Wmlll < 8 e . 

注意到 u n - u m = ( u n 一 rP )_[ Um _ 奶 e H 1 ^), 对函数 Un - t ^ 应用弗里德里希 
斯不等式，有 

IK- u m \\l < C(f2)||u n 8C(fi)e, 

而这表明 

||^n - = ||^n - W m ||f + ||Un - W m ||o ^ Ke y 

因此序列 {、} 在丑 1 ⑼中是基 本列. 这个序列的极限同样属于 ifl ( Q ) 中的闭集 
H 如 而根据泛函的连续性，在这一点将达到 $( u ). 
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同拉普拉斯方程一样，热传导方程 



在偏微分方程的理论及其应用中占有重要位置.在热传导理论，在扩散理论以及物理 
学的许多其他部门中都会遇到热传导方程,在概率论中它同样起着重要作用.它是抛 
物型方程这一类中最简单的代表.本章将要叙述热传导方程的解的基本性质.这些 
性质当中有许多在某种形式上对于不同类型的抛物型方程及拋物型方程组也成立. 
与它们的物理意义相对应,热传导方程解的某些性质与拉普拉斯方程解的性质相似. 
热传导方程是在1822年在 J . 傅里叶的著名文章《热的解析理论》中最先引人和研 
究的.此文在数学物理的方法与三角级数理论的发展中起了重要的作用. 


4.1 格林公式.基本解 

引人记号 


T —9u 七 d 2 u 

Tu= ^'h^' 



(4.1) 

(4.2) 


算子 r 称为热传导算子,而算子: T 称为与 T 形式共轭的算子. 


今后以 o； T 表示属于空间 Ky 的 柱体： a; r = { x , t;x en ,0 其中 

X= (X!,..- , x n ), n 是％中的有界区域.（应注意， a; T 含有柱体的上底，所以它不 
是区域，即在通常意义下的开连通集.这样的表示在后面是方便的 .） 假设，区域 n 
的边界 dn 属于 B 1 类. 柱体 a; T 的侧曲面表示为 S T = dn x [0,rj. 

设 tzOM) 与 V ( x , t ) M c 2 ^) 类函数，应用分部积分公式得 


vTudxdt = 


du dv 


- j V 完 dS + I v(x, r)u(x, r)dx - J v(x, 0)u(x, 0)dx. (4.3) 


这里 (h ，…， !/ n ，0) 是 5r 的单位外法向量， ilr ^{ x ^ xe ^ ^ = T >, 必是曲 
面 5 t 的面积元素.等式 （4.3) 称为对于算子 r 的格林第一公式.同样可以得到 


_ / = /亡菪 备祕- f 每 dS 

U) T ^ 一 1 S r 

由 （4.3) 式减去 （4.4) 式，得到对于热传导算子 r 的格林第二 公式: 

J (vTu - uT m v)dxdt = J (尝 u - dS 

W T S ， 

+ J \( x , T 、 u 、 x ， T、dx - J v(x,0)tx(x, 0) dx . 


(4.4) 


(4.5) 


如同在拉普拉斯算子的情形，对算子 T 的格林公式可用于研究热传导方程解的性质. 

基本解在研究热传导方程中起着重要的作用.我们用 0(t) 表示这样的函 数：当 
t ^ O 时它等于零，当 t > 0时它等于 1. 考虑对 ( x , t)e R^t 1 定义的函数 

n 0 、_ 咐一灼 _._r ，… 


(4.6) 


rr = 


= o . 


厂叩 {-U}. ㈦ 

公式 （4.6) 中的点 (x°^°) 考虑作参数, (x\t°) € R^c 容易验证，当 t P 时 

a， fd 2 r _dr 令 a 2 r 

rr = i-g 每-°’ w =-^ o - E^=o - 

若把算子: T 或 r 应用于点的函数，那么我们将在今后当这一点不明显时 
相应地表示为 T x o t o } T * 0t0 . 

函数尸 Or，x G ,M Q ) 是 R^t 1 中的局部可和函数.实际上,对任意的丑 > 0 

J xV, t°)dxdt J j\t 一 t 0 )e^ 2 d^dt < oo. • 

l*-*°l<R t° R" 



(位于不等式左端的积分作了积分变量的变换 :巧 一 4 = 2v/T^^， j = l， …， n ，t = 
幻所以 r(x,x°,t,^) 可以看作是 ^(R^ 1 ) 中的广义函数. 

我们来证明 

Tr = S ( x - x °, t ^ t°) i (4.7) 

其中 S ( x , t ) 是狄拉克 (J 函数，即 ^(R^j 1 ) 中这样的广义函 数：对 ^(R^ 1 ) 中的任 
意函数 ip ( x , t ) 

=池0). 

D \ Ky ) 中满足方程（ 4 .7)的广义函数称为热传导方程的基本解. 

显然，热传导方程的基本解不是唯一的，它的确定是准确到在 R ^ 1 全空间给定 
的方程 Ttz = 0的解 u(a:,0 •在 4 .9节我们将指出基本解的补充条件，’在这个补充条 
件下基本解是唯一的，并且与函数 r ^ x \ t , t Q ) 重合. 

等式 （4.7) 表明，对于 ^(R^ 1 ) 中任意函数# 

根据广义导数的定义 

<77» = ( r , rv >. 

所以需要证明 • 

〈尸 ， : 7 > 〉 = 咖。 " 0 ). 

因为尸(2：,0：°，纟，0是 R# 中 M 的局部可和函数，那么 

(r ? TV>= J r ( x , x°, t , t °) T m cp( Xl t)dxdt = hm J rrcpdxdt ， 

d 1 t>tO+e 

其中 e 〉 0 为常数.应用格林公式 （ 4 .5) 变换后一积分，并考虑到^ t ) 属于空间 
mtt 1 )- 我们有 


rT m (fdxdt = 


(fT fdxdt + 


fipdx. 


«> e°+c 


t>t°+e 


t=t°-k-e 


因为当 t P + e 时 7T = 0,那么 


〈尸， T V ) = ㈣ f r ( x ， x °， t0 + e ， t°)(p(x f t° + e)dx. 


我们证明 


/ 厂(工， x °，P 十 e ，#VOM 0 + = ^ P ( x °, t 0 ). 


(4.8) 



容易看出, 


J r(x, x°,t Q + t° -f- e)dx 

RS ? 

= J (2v/7rg)~ n exp ~ 4 ~~' j (p(x y t° + e)dx 
RJ ? 

= <p(x°,t°) J (2-v/5re) _n expjdx 

+ J (2\/7ri)' n exp - J - | [^(x, t°-he)- (p(x°, t°)\dx (4.9) 


我们来证明，对任意 e > 0 


实际上 


J r(x y x°,t° + eyt°)dx = J (2\/7re)- ne ^{- j£： 4r 1! } dx = L 

R 2 R ? 

|(2^ r " exp |- i ^ l!|dx 


(4.10) 


I 工 j- 一 工 ?1: 




dXj = 7 T 一發 



dr) I = 1. 


在这里，为了计算对 RL 的积分,我们作了积分变蛩 变换巧 - # = 277^显然 

J (2\/7 ri) _n exp {- 匕:: ■ 丨 | [ y ?( x , t 0 + e )- ^( x °, t 0 )] 

R 2 

彡 ( V ^ y n J e ' , ^| y >(^ + x °, t °- l -£)- (4.11) 

R ； 

因为函数在％中连续且具有紧支集,那么当 e — 0时不等式 (4.11) 的右端 
趋于零.因此 

〈尸， TV )= ip { x \ t Q ) = { 6 {x 一: r 0 , 卜 #)， 办 
这表明等 _ (4.7) 成立. 

于是 、数 r ( x , x °^^°) 可以解释为空间 R 2 中当在 时刻# 放置在点/的点 
热源，在时刻《 > 温度的分布.当％中的温度由函数 r ( x , x °, i , i °) 给定时，积分 

J r ( x , x °, t , t°)dx 




在相应的测量单位选择下确定在空间 R 2 中在时刻《的热量.由等式 (4.10) 推出这 
个热量与 i P 无关并且等于单位. 

由等式（ 4 .9)及前述估计推出，当 e — 0时，在 ZT ( R 2) 中广义函数收敛意义下 

尸 (x，xV W) — J(x - X 0 )， 

即对任意函数 ip ( x ) € D ( R ^) 当 e — 0时 

J r(x,x 0 ,t° + e 1 t°)ip(x)dx (fi(x°). (4.12) 

这表明函数 r ( x , x °^°+ £ m ,« 0 ) 当 em — o 时在 D f ( R ^) 中构成 J 型序列. 

附注9容易验证， r ( x , x °, i , t °) 当固定点 0 M ), 作为点 ( x °, e °) 的函数是方程 
r 、 = 0的基 本解. 实际上，对 D ( R ^ l t o ) 中的任意函数咖 V 0 ),应用格林公式 （4.5) 
并考虑到 ip ( x °, t°)e £)( R ^ o ), 得到’ 

t-e 

(T ： o tt or t cp) = {r,Tip)=^mj J r ( x , x 0 ， M 0 ) TV ( a : 0 ，) dx 0 cft 0 

-°° R ；o 

t-e 

=]™ / f 咖 V 0 ) C ，( x ， z 0 ， M 0 ) dx 0 * 0 

L-°° r ；o 

/ + / r{x,x Q y t,t- e)(p(x °, t - e)dx° = (p(x y t) } 


因为当 P < 亡时 T； O tO r = 0 且成立关系式 (4.8). 因此 

r; o , to r = (5(x 0 -x,t 0 -t). 

我们指出热传导方程基本解与拉普拉斯方程基本解之间有趣的联系.我们证明，当 


oo 

E ( x y x °) = - J r(x,x° y t,0)dt 


(4.13) 


其中 E ( x , x Q ) 是拉普拉斯方程的基本解.实际上，当 a ; 一 x 0 且 n >2 时 


^ oo 

V { x , x °) = J r ( x , x °, t , 0 )dt = J (2 V 7 rt)~ n 
o o 

oo 

= | x « x 0|2-ny ， l (v ^ i) -n e -l d5 


\x — x 0 ' 



这表明， 7( x , x °) = CE { x , x °\ 其中 C 为常数.我们来证明 C = -1 .设 P € D ( RS ). 
那么根据广义函数的导数的定义 


IS 

( A V , tp ) = ( V y A ( p ) = lim [ [ rAcpdxdt 

N ―/ / 

*一0 e R 2 

N N 

= ^ lim ^ J j (pArdxdt = Jim ^ J j ( p^^dxdt 


€ R ； 


=Jljn J ( f ( x ) r ( x , x °, AT , 0) dx - Jip ( x ) r ( x , x °, e , 0 )dx 

在这里,我们考虑到关系式 （4.12) 以及当 /V — oo 时 r ( x , x °, AT ,0)-^0. 因此 

( AV ,^) = -咖 0 )， { A (- K ),^> = (6( x - x Q ) iip ). 

此外，因为当 | a :| — oo 时 -K — 0,那么根据在 3.12 节已证明过的拉普拉斯方程当 
|rr| — 0时趋于零的基本解的唯一性,成立等式 - V (: r ， a : G ) = E ( x , x Q ). 

在 n = 2的情形，位于等式 （4.13) 右边的积分发散.所以当 n = 2及 o : 一 # B 寸 
考虑积分 


V( Xl x°) = J(r(x,x°^0)-rP(t))dt, 


(4.14) 


其中当 f 彡1时,= &;当 f | 时矽⑴= 0,^(0 € C °°( R l t ). 积分 （4.14) 当 
x ^ x ° 时收敛，因为当时 


r(X ， xV ’ 0) -i = ^( e — ㈣- 1 ) 


|怎一怎 0 卩 gi «--« 0 i 2 _ _ , 

= -W- e 乂 ° <0<L 


积分 (4.14) 可以在积分号下对巧 （j = 1,2) 取微分，因为所得到的积分对巧一致收 
敛.我们有 


dV 

dxj 


OO 

r dr 


2(Xj - O lx-x0|3 


16^ 2 


= -為■:普/^—也 



解借助于势的表示.解的无穷次可微性 


显然 


所以 


oo oo 

J -^e~^ds = Je~ y dy = 


dV _ 1 ^ ln | a ; — x° 

dxj 2n dxj 


K(x,x°) = -£ ； (x,x 0 ) + C 1 . 

容易看出，在积分 (4.14) 中可以取任意连续函数作为 m, 只要使得积分 （4.14) 收 
敛即可.常数 Ci 与 xP(t) 的选择有关.我们发现，在 n > 2的情形，关系式 V(x t x°) = 
CE{x^) 中的 C 可在计算积分 


OO 

lb 


一 2 5 —? e _ id 5 


时直接确定.实际上 


J\nmds = ^j y^e-y d y = ^ Q - l) = 


4.2 解借助于势的表示.解的无穷次可微性 

设在柱体 o; T = { x , t\ x € fi , 0 < ^ r } 内函数 u(x y t) 属于 C 2>1 ( a ; r ) 类且在 cj t 


Ttx = /( x , t ), (4.15) 

其中 /( M ) 是 A 内的有界、连续函数.设 G o ; r . 对空间 R ^ 1 中的柱体 
u T n{t^：t 0 -e} = > 0,函数 u(x,t ) 及函数 v(x, t) = r ( x °, x ,^°, t ) 应用格林 

第二公式 (4.5). 我们注意到，当 t 时 ' 


〜 f 端 = 0 . 

J =1 3 


我们有 


(vTu — uT*v)dxdt = j (尝 tt — v 尝) dS + / uvdx — J uvdx, (4.16) 

S tO- g n tO- e n 



其中 Sto- e = dQ x [0, t ° — e ], n t o_ e = { x , t;x € SI , t = t ° — e }. 考虑到在叫。 一 e 内 
= 0, 在叫内 Ttz = /，当 e 4 0 时 


r(x° 9 x i t° 9 t° — e)u{x, t° — e)dx — u(x°^t°). 


(4.17) 


在等式 (4.16) 中令 e — 0 而取极限，得到 


u(x°, t°) = J r(x° y Xy t°, t)f(x t t)dxdt 

W t O 

+ / { r ^ / _ u ^) dS +1 ti(a:,0)r(x o ,x, t° y 0)dx. (4.18) 
s t0 n 

关系式 (4.17) 可如同 （ 4 .8) 式一样证明. 

形如 

f r{x,x\t,l!)f{x\t , )da!dt , 


的积分称为具有密度 JM 的体积热势（与拉普拉斯方程类比).形如 


r { x , x \ t , t f ) a { x \ t f ) dS \ I 




的积分分别称为&上具有密度 a ( X ) t ) 的单层热 势及& 上具有密度 b ( x ， t ) 的双层 
热势.于是,公式 （4.18) 给出了在 o ; T 内方程 （4.15) 的解 u ( x , t ) 借助于体积热势、单 
层热势、双层热势以及对位于平面£ = 0上的区域 n 所取的积分的表示，这个积分 
同样也称为单层热势. 

为了证明热传导方程解的无穷次可微性，我们应用公式 (4.18). 

定理56在 ov 内满足方程 ru = 0 的 C 2 ， 1 ^^) 类函数 u (： M ) 是 ov 内 xj 的 
无穷次可微函数. 

证明在叫内借助于公式 (4.18) 表示函数 u ( x ，0 •对 €叫有 


u(AtO)=f u ㈣ 性以 叫 ds 


dr { x \ x , t ^ t ) 

du 


u(x, 0)r(x°,x J t° f 0)dx 


(4.19) 


后一积分当 P > 0 时是 x °,«° 的无穷次可微函数，它的导数可用在积分号下取微分 
来计算，因为 r ( x °, x ,<°,0) 当 P > 0时是的无穷次可微函数.由于当6 P 
时 r(x° i x,t 0 1 t) = 0, 在等式 (4.19) 中沿 5 t 0 的积分可记作沿 SV 的积分.这个积分 



3 边值问题与柯西问题的提法 


可在积分号下对/与 P 微分任意多次，因为，如果由 （ X Q ， P ) 到&的距离为正的 
时，被积函数对的导数在&上是连续的. 

由定理 56 推出，方程 ru = 0 的任何 C 2 ， 1 ^) 类解 u(x } t) * C^(u) 类中函数， 
其中 o ； 是空间 R ^ t 1 中任意区域. 口 

4.3 边值问题与柯西问题的提法 

热传导方程的基本边值问题对应于如下最简单的物理 问题： 按照给定的补充条 
件确定一个物体内部温度的分布，这种补充条件包括在物体的边界上热的状态以及 
在初始时刻温度的分布.在本节中叙述基本边值问题和柯西问题的古典提法. 

热传导方程的第一边值问题是： 4 a; T = { x , t ; x e n , 0 < t < r } 中求 C 2,1 ( u; r )n 
C°(Ur) 类中函数 u(x y t) 使其在 U ； T 内满足方程 


初始条件 

Tu = 0, 

(4.20) 

及边界条件 

t=o = W 0 ( x ), x € f 2 

(4.21) 

其中是给定的连续函数. 

U \ S T = 

(4-22) 


第一边值问题 (4.20) 〜 (4.22) 有时也称为混合问题.它对应于对于物体 n 在边界 
上以及在时刻£ = 0时给定的温度分布求解物体内部的温度. 

热传导方程的第二边值问题是••在 o ; T 内求 C^ l (LJ r )nC l (u r ) 类的函数 u(x,t), 
使其在 o ; r 内满足方程 （4.20), 当 : r € n 时的初始条件 （4.21) 以及边界条件 

=如， (4.23) 

其中 u Q 、 ih 是给定的函数.在这里，我们假定区域0 属于 A 1 类. 边界条件 （4.23) 表 
明，在任意时刻 t > 0,通过物体边界的热流是已知的. 

如果当 t > 0时介质外的温度已知，那么代替边界条件 (4.23) 有形如 

(砮 + ⑽)^ =^3 (4.24) 

的边界条件，其中如是在&上给定的 函数. 边值问题 （4.20), (4.21), (4.24) 称为热 
传导方程的第三边值问题. 

热传导方程的柯西问题是：在层 G t = { x f t \ x G 0 < ^ * r } 内求 C 2 ^( G T ) r \ 
C °( G r ) 类中的函数 tx ( M ), 使其在 G r 内满足方程 ru = 0 及初始条件 


du 

dv s T 


^l«=o == ^o(x), x e RJ. 


( 4 . 25 ) 
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柯西问题对应于确定如此之大的一个物体内部的温度，这个物体近似地看作具有初 
始温度分布的整个空间 1^. 我们注意到,超平面 f = 0是方程 Tu = 0的特征.这样 
一来，在上面叙述的热传导方程柯西问题具有确定的物理意义，其初始条件给定在 
整个特征 < = 0上. 

如果物体 Q 内部有热源，那么在 Q 内部的温度分布 u ( x , t ) 满足形如 

Tu = f 


的 方程. 

与热传导方程一样，对于方程 Tu = f 可以提出具有条件（4.21)， （4.22) 的第一 
边值问题,具有条件 （4.21), (4.23) 的第二边值问题，具有条件 （4.21), (4.24) 的边值 
问题以及具有条件 (4.25) 的柯西问题.也可以对比叫更加一般的区域提上述边值 
问题，特别是对下面 4.4 节所定义的满足某些补充条件的“曲柱体” o ; T 是如此. 

' 在本章中，我们研究这里所叙述的边值问题和柯西问题. 

4.4 有界区域与无界区域中的极值原理 

极值原理是热传导方程及整个一类二阶拋物型方程的重要性质. 

今后以 o ; 表示空间 R ^ t 1 中位于层 { x , t ; t f < t < t /f } 内的有界区域.以 S 表示 
位于层 { x , t ; t ' < t < t 〃} 内 o ; 的边界点，以 fV 表示 ( Dn { x , t ; 而以表示 

厲于 t = n 的点的集合,这些点是这个集合在超平面 f = r 内的内点.以 
o 表示集合而以5表示集合 o ； un ", 我们将称这个集合为“曲柱体 

定理 57 (有界区域内的极值原理） 设 u { x , t ) 是方程 Tu = 0 在有界区域 o ; 内、 
属于 C 2 ， 1 ⑼ HC 0 ⑼类的解.那么对任意点成立不等式 

min u ^ u ( x , t ) ^ maxu . (4.26) 

<r a 

这个定理的断言可直接从下述引理推出. 


引理6 设函数 u ( x , t ) 属于 C 2 ， 1 设） nc ° ⑼类且在5内的点处满足不等式 


Tu ^ O . 

(4.27) 

那么对于 5 内的任意点 ( x ，0 

minu ^ u ( x , t ). 

(T 

.(4.28) 

如果在 2 的点处成立不等式 

Ttx ^ O , 

(4-29) 

那么对于内的任意点 { x y t ) 

u ( x , t ) ^ maxu . 

<T 

(4.30) 
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证明设成立不等式 (4.27). 因为函数 uOr, 为在 5 有界，那么，在 2 内对充分大 
的常数 M 有 v 三 u - Af<0. 此外，对 u(M) 如果条件 (4.27) 成立，在 G 内 rt; 彡 0. 
令 t; = e^,7>0 为常数 . 显然在 2 ) 内有 


Tv = e 11 


(尝 

\ at 


— Aw -f- 


，)= e^(T 


w - {- ^ w ) ^ 0. 


(4.31) 


函数 w(x,t)^u 内不可能取负的极小值，因为在位于 G 内的负的极小值点处成立 

参 


如下关系式 •. 


dw 

aT 





w <0 


因此 , < 0, 这与不等式 (4.31) 矛盾.所以函数 w(x,t) 的负的极小值在 a 上 

取到，这意味着对 (x, 0 € a ； 


• min ^ < w(x i t), min e~ ll v ^ e~ yt v(x } t). 

O <J 

后一不等式对任意 7 > 0 成立.当 7 — 0 时，由这一不等式得到，对 ( x , 6 a ； 

mint ; < v ( x , t ), 

<T 

因为 lim mme ^ v 当 7 — 0 时等于 minv . 由此推出，在 C 7 内 

o a 

min(u — Af ) < u(x, t) — Af , min u ^ u(x, t). 

o a 

为了在关系式 (4.29) 成立的条件下证明不等式 （4.30), 考虑函数- tx ( rM ). 这时 
r (- w ) > 0 ,按照上面证明的，对于 （ m ) e G 

min (— u ) ^ —u(x, t) y 一 min (— u ) ^ u(x^ ^). 

<T <T • 

因为一 min (- u ) = maxu , 于是得到 maxiz ^ u(x,t). 引理 证毕. 口 

<7 G G 

定理 58 (无界区域内的极值原理） 设 u ( x , t) 是在层 Gr = {x,t\ x G R ?,0 < 
t<r} 内方程 ru = 0 的、属于 C^HGJnC 0 ( 仏）类 的解 . 设对所有 (x, t) e G r 


|u(x,t)l ^ (4.32) 

其中 M 为 常数 . 那么，对于所有 € G t 

inf u(x, 0) < u(x, t) < sup u(x, 0). (4.33) 

R * Rj 

证明设 supu(x,0) = Ml, infu(a;,0) = Af 2 . 那么当尤 = 0 时 u(x, t) - ^ 
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事实上，设常数办是如此之大，使得当 W >办有 a > 2 M . 这时对任意柱体 
{ M ; N < R ， 0 < f < r } 当/?彡 _ Ro 时在其下底及侧曲面上成立不等式 

Vi ^ 0, V 2 ^ 0. 

因为: Tt；i = 0， Tv 2 = 0在 G t 内成立，那么根据定理57,在柱体 {x,t; \x\ < fl , 0 < 
亡彡 r } 内有 v^x.t)^ 0 ,v 2 (x 1 t) 彡0,由于 i ? 是任意充分大的数，这意味着在 G T 内 
也成立.在不等式 （4.34) 中 e 是任意正数.所以这个不等式在令 e — 0而取极限时 
在任意点 0 M ) 应当成立•由 (4.34) 式令 e — 0 得到： 对于 (x y t)eG r 

u(Xy t ) - Afi ^ 0, u(x, t) - M 2 ^ 0, 

这就是所要证明的. □ 

定理 57 是对有关调和函数的极值原理的定理的类比.在第三章证明了对调和 
函数的关于严格极值原理的 定理： 如果在有界区域 n 内调和且在 n 内连续的函数 
u(x) 在区域 fl 的内点取到最大值或最小值，那么 u ( rr ) 在内为常数.容易看出，热 
传导方程的解在区域内部有可能取最大值或最小值且不与常数 ffi 合.例如，函数 

u(x, t ) = 0 当0彡 tq 0 , | x | ^ 1 

u(x f t) = r(x,x°,t y t°) 当右 0 < t < r , \x\ < 1, | x °| = 2, 

在柱体 u; T = { x , t\ | a :| < 1, 0 <t^r} 的内点取最小值 u = 0,在 u ; T 内 ：Tu = 0 并且 
在 o ; T 内 u _ 0. 对于热传导方程成立如下形式的严格极值原理. 

定理 59 (严格极值原理）如果函数 u(x,t) 在柱体 u r = {x,t- x£Sl, 0 <t^ 
r } 内满足方程 7V = 0, 属于 C 2 ， 1 ^) n C°(u T ) 类并在点 （ a : 0 , 纟 o) e o; T 取最大值或 
最小值，那么在柱体 O» t o = o» T 门 {6 彡 f 0 } 内 u(x, t) = u(x°,t°) 为常数. 

证明设 u(x°,t 0 ) = maxti(x,t) = M 并且 (x°,t°) G u; r . 我们来证明，在叫内 
当亡< P 时 u 假若不设在某一点（X 1 ， f 1 ) 处，亡 1 < A 成立不等式 u(x 1 ,^ 1 )< 
M-e, 其中 e > 0为 常数. 我们证明由这个假设推出 u(x°, t °) < M . 用含于叫。内的折 
线联接点 （/ ，門与 (rr 1 , 内,折线的顶点为 (x 1 ^ 1 ),^ 2 ^ 2 ),... (x。，), 并且 

P P <…< A < = x°, = t °. 如果我们证明由不等式 u ( x 9 } t s )<M 

推出 < M y s = 1,2,...,*, 那么，逐次地由顶点过渡到顶点 
我们便证明了 u ( x ° 1 t °)< M . 所得的矛盾证明了定理的正确性. 

就这样，我们假设 u{x\t 9 )<M, 并证明此时便有< M •点 (x 9 ^) 
与位于直线 

x j = *〆 + 〜， j = 1 ， … ， n, 
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上， 其中心 = = X 】十 1 - .令 P (： M ) = I ：(巧一 一… ) 2 ,考虑 

函数 M 

v ( x 9 1) = ( p 2 - P ( x 9 t )) 2 e -^, 

其中 7 > 0 为常数， P 〉 0 为常数.常数 p 选取得如此之小，使得在位于平面 t P 
上的球 P ( x , ^ p 2 内成立不等式 u ( Xi t ) < M - q ，其中 Q > 0为常数.常数7可 
以这样选取，使得在由平面 t = t\t = 与曲面 P ( x 1 t ) = p 2 所界定的区域 o ; 中 

成立不等式： Ti ; < 0. 实际上 

Tv = 每 - Av=z 7 (〆 - P 0 M )) 2 - 2( p 2 - P ( x 9 t ))~ 

+4 n ( p 2 - P ( x , t ) - 8 P ( a :，0]. (4.35) 

容易看出,在曲面 P ( x 1 t ) = p 2 的某个邻域中成立不等式 rt ; < 0,因为当 P ( x , t ) = p 2 
时，等式 (4.35) 的方括号中的各项除了最后一项之外都等于零.设6 > 0选取使得 
当 P ( x , t ) > p 2 — 占时在 o ; 内 TV < 0. 如果 P { x , t ) < (?一6 、那么 p 2 - P ( x y t ) > S 
并且常数 7 可以选取得这样大,使得在方括号中第一项按模超过所有其余各项模的 
和.在7这样的选取之下，当 P 2 - P ( x , 0 > 5时 rv < 0.在 0 ；中考虑函数 

V ( x , t ) = M -£ 2 v - tx , e 2 >0 为常数. 

容易看出 ， 7 V = - e 2 Tv > 0在 a ; 中成立.根据引理6对 0 M ) € S 7 

V ( x , t ) ^ nunV ； (4.36) 

其中 （7 由 o ; 的这样一些边界点 组成： 它们位于平面 t =浐上及曲面 P ( x , t ) = p 2 
上. 我们证明，对适当选择的 e 2 , 在 a 上 K 彡 0. 实际上，在曲面 P{ Xy t ) = p 2 上有 

V = M ^ u ^0. 选取常数 e 2 使得在上这时，由于 p 的选择对 t = 有 

V = M - e 2 v - u > M l ^ e x - u > Q . 因此，根据 (4.36) 式，在 a ; 内 

M — 62 V — U 彡 0 ， 

所以 < M - 神…）< M . 如果在点 ( x °, t °) € a; T 函数 u ( x , t ) 

取最小值，那么 - u ( x , t ) 在这一点取最大值，所以在 a; T 内当 f P 时一= 
- u ( x 0 ， t 0 ) •定理 证毕. D 

严格极值原理对某些类型的具有非负特征形式的二阶方程同样成立.在书 [ 20 j 
中叙述了属于这类问题的结果.对于非齐次热传导方程的解成立与极值原理类似的 
估计.设对于在本节开始所定义的区域 a ; 有 〆 = 0, f = T . 



定理 60 设纟）是方程 


Ttx= — - Au = f(x,t) 

在 “ 曲柱体 ” 5 内 C 2 ' l (u)r\C°((j) 类的解 . 那么对口中任意的点 0M) 

mini/ — rsup |/| ^ u(x,t) ^ maxu 4- rsup|/|. 


(4.37) 


(4.38) 


证明考虑 25 中的函数 


V\ (x, t) = u(x, t) +tK R V 2 (x,t) = u(x, t) — tK y 


其中 K = sup |/|. 容易看出，在 5 的点处 


Tvi=f + K^O t Tv2 = f-K^0. 


所以，根据引理 6 对 ( x ^ eu , 成立不等式 


mint；x ^ Vi(Xy t), maxv 2 ^ t^(x, t) 


由这些不等式推出，在 25 的点处 


因此 


minu ^ u(xyt) 4- tK 9 maxu > u(x, t) — tK, 


minu — tK ^ u(x, t) ^ maxu 4 - tK. 


我们看出由不等式 (4.38) 推出如下对方程 (4.37) 的解的 估计： 

\ u ( x , t )\ ^ max | u | -f rsup |/|. □ (4.39) 

定理 61 设 u(x, t ) 是方程 （4.37) 在层 G t = { ： M; a; € 0 < f < t} 内 

C 2 ^{ Gr ) nC 0 ( G T ) 类的解且设在 G r 内 

|t/(x,«)| ^ M, 


其中 M 是某个常数.那么对 


inf u(x,0) — r sup )/| ^ u(x, t) ^ supw(x ， 0) + r sup |/|. 

R 5 Gr R? Gr 


(4.40) 


证明在6,内考虑函数 

w\ =■ u{x, t) — Mi — tK — ev, W 2 = u(x, t) — M 2 + tK 4 - ev, 



4.5 边值问题与柯西问题解的先验估计.唯一性定理.解的稳定性 


• 129 • 


其中 = supw ( x ,0), M 2 = infu ( a : ? 0), K = sup |/|, v = \ x \ 2 + 2 nf , £ > 0 为常数. 
RS G t 

容易看出， 在 G T 内 

Twi = / 一 = / — sup |/| 彡 0, Tw2 = / 十 K = / + sup I/I 彡 0. 

Gt Gr 

所以，根据引理 6 , 对任意柱体 = { x , t - | x | < ft , 0 < t < r }, (其中 R >0 为常 
数）的点 ( x , t ), 下述不等式 成立： 

Wi ( x } t ) ^ max W2 { x , t ) ^ minti ; 2 , 

其中 (7 H 由柱体的侧曲面及下底组成.容易看出，如果丑 > 妒, 且妒 是充分大 
的数，则在 M 上切 2 > 0,奶 <0. 因此，当彡斯时在内 

<0， W 2 ( x , t ) ^ 0, 

所以对 （ M ) eG T 

u ( x y t ) - Mi - tK - ev ^ 0, u ( x f f) 一 Af 2 + f 凡十 ev > 0. (4.41) 

因为不等式 (4.41) 对任意 e > 0 成立,那么当 e — 0时由不等式 (4.41) 得出，在 G t 
内 

u ( x , t ) ^ Mi - i - tK y u ( x , t )^ M2 — tK . 

由此推出不等式 (4.40). 定理证毕. 口 

4.5 边值问题与柯西问题解的先验估计.唯一性定理.解的稳定性 

本节中我们来建立边值问题与柯西问题解的估计.由这些估计与 4.4 节所证明 
的定理推出唯一性定理及关于问题的解对给定函数的依赖性特征的定理. 

定理 62 设函数 u ( M ) 在叫 内满足方程 (4.37), 它属于 C 2 ， 1 防） 类并满足边 
界条件 

u \ s r = 0 (4.42) 

或者边界条件 

du 

Tu s ^ ( 4 . 43 ) 

其中 ，…，1/„，0) 是& 的外法线方向.那么，存在仅与 7 •有关的常数使得 




对闭区间 [0, r ) 中的任意 P 成立如下 估计: 


/ [ 鱗 ) 

AO L 卜 1 


+ ti 2 dxdt 4- 


< K(t) J u 2 (x,0)dx + j f 2 (x y t)dxdt 


(4.44) 


证明对区域 0；p 与函数 u = u ( x , t ) 及 V = u ( x , ^),0 ^ ^ t° y 写出格林公式 

(4.3), 我们有 

J ufdxdt = J ^2 ( 烏） 血 * + \ f u 2 ( x y t l )dx j u 2 ( x ,0 )dx (4.45) 

u； e i J =1 n f i n 


由这个等式推出 


J u 2 (x,t l )dx^ Ju 2 (x y 0)dx + 2 J \u\\f\dxdt. 


对 M 从 0 到# 积分这个不等式并应用初等的不等式 2 a 6 < a 2 h -% 2 , 得 
J u 2 (x } t)dxdt 4 ： t° J u 2 (x,0)dx+^o f ^ 2 (^^)dxdt+ 2t° J \f\ 2 dxdt . (4.46) 

L n uj.o ufsO 


由不等式 (4.46) 与等式 （4.45) 得到不等式 


J u 2 (x,t)dxdt < 2t° J u 2 (x,0)dx -f4(f 0 ) 2 J\f\ 2 dxdt, 

.^*0 n w t o 

/ ^(£j) ^ dt + \J^ 0 )^ 

^to J=1 « t 0 

^\J ^ 2 (^,0)<ir+ J\f\\u\dxdt 
n u) t o 

f w2 (: ， 0)*: + I J\f\ 2 dxdt + j w 2 (a;,0)dx 


(4-47) 


+2(i 0 ) 2 J \f\' 


dxdt. 


(4.48) 


将不等式（ 4 . 4 了）与 （ 4.48) 相加，便得到所要的不等式 (4.44). 


□ 
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第 4 章热传导方程 


根据 4.4 节的定理57,对 o; T 内的任意点 (x,t) 


minu < ^ maxu, 


( J T = f 2 U 5 T . 


所以在 o; T 内 ti e 0. □ 

下述定理建立了第一边值问题的解对初始函数、给定在 S T 上的函数及方程的 
右端项 f(x 、 t) 的连续依赖性，同样地对于柯西问题的解，也可建立其对初始函数及 
函数 /( x,t) 的连续依赖的特性. 

定理64设 ixi ( x , t ) 是方程 7 "u = /!满足条件 Ui| t =o = uoi (^) ? ^ i |5 t =也在 
(^t 内的解， U2(x y t ) 是方程 = /2满足条件 U2|t=0 = W02(^), ^2 |5 T = #2在 OV 内 
的解. i^u u u2eC 2 ' l {u r )r\C°(jj r ). 那么对成立如下估计： 

|tii(a;,e) -u 2 (x,t)| < sup|uoi -tio 2 |+TSup|/i 一 /2I +sup|A -矽 2 |. 

n UJ r S r 

定理 64 的论断可直接从估计 (4.39) 推出，即把 (4.39) 应用于 u( Xl t) = u^t)- 

U2(X ， t). 

定理65设 u x (x,t) 是方程 ru =力满足初始条件 ti!| t=0 = uoi(x) 在 G T 内的 
柯西问题解, W2(x, t) 是方程 Tu = /2 满足初始条件 U2|t=0 = U02 ⑷在 GV 内的柯西 
问题解.假设在 G T 内 


\ui(x,t)\ ^ Ml, ]u 2 {x,t)\ ^ M 2 , 

其中 M u M 2 是某些常数.设 tnOM) 与 n 2 (x，0 属于 C 2 ^{Gr)nC°(G T ) 那么成 
立如下先验 估计： 对任意点 (x, t) € Gr 

|ui(x，0 - U 2 {x y t)\ ^ sup |uoi - U 02 I + rsup|/i - / 2 |. (4.49) 

R2 Gr 

不等式 （4.49) 是 4.4 节的定理 61 以及把不等式 （4.40) 应用于函数 u(x y t ) = 
所得的推论.由估计 (4.49) 推出如下在 G t 内有界函数类中柯西问 
题解唯一性的定理. 

定理66方程 Tu = / 满足初始条件 (4.25) 的柯西问题 GV 内的有界解 
在 C^\G T )nC°(Gr) 类中是唯一的. 

我们指出，在 G t 内柯西问题解的有界性条件,对于唯一性定理的成立与否是本 
质性的条件.这个条件可以减弱（参看下面的 4.6 节)，但不能取消 .A. H. 吉洪诺夫 
(A. H. Thxohob) 曾构造一个例子[21]，热传导方程 Tu = 0 满足初始条件 u\ t=0 = 0 
^,C^{G T )nC^{G r ) 类中的解 u(x,t) * G r 中不恒等零.这个解当卜| — oo 时无 
界增长.热传导方程柯西问题在 G t 内的无界解在 4.6 节中研究. 
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对许多物理问题来说，研究方程 Ttx = 0 的解当 t — 00 时的性态是重要的.在 
这里我们举出这类定理当中一些最简单的定理. 

定理67 设函数 u ( x t t ) 在区域 Uoc = { x , t ; x e Sly 0 < t < 00 } 内满足方程 
Tu = 0 及满足边界条件 

^ISoo = 0, 

其中 5 qo = dflx {0 <t < 00 }, u G C 2,1 ( c ^ oo ) C \ C ° ( CJoo ). 那么当 t ♦ 00 时 u ( x , t ) —► 0 
在内对 a : —致地成立. 

证明 不失一般性,可以假设 f 2 包含点 x = 0. 显然方程 Tu = 0有形如 

n 

, ( x , o = e-n cos bxj 
i=i 

的解，其中常数6 > 0及 a = n 6 2 . 选取6使其如此之小，使得区域位于 n 维平 
行六面体 k | 巧 | < j = 1,…， n } 内部.显然，在这个 n 维平行六面体内部函 
数 i ;( x ,0) 严格为正，所以可以选取常数 M >0 使得在内 Mv ( x ,0) ^ | W ( a :，0)| .显 
然 v \soo > 0. 对函数 Wi ( x y t ) = Mv - u 与 W 2 { x , t ) = Afv + w 应用极值原理,得到在 


Mv + ti 彡 0, Mv — u ^ 0. 

因此， M 彡 Mv 在 a；oo 内成立.因为当 f — oo 时 v(x,t) — 0在 n 内对 a: —致地成 
立,那么当6 — oo 时 u(x t 0 0也在内对 x —致地成立. □ 

定理68设 u ( x , t ) 是方程 Tu = 0 在区域 Goo = { x , t ; xeR ^, 0 < t < oo } 
内的解 ， u € C 2 ' 1 ( Goo ) nC 0 ( S oo ). 假设在 Goo 内卜 ( M ) l 彡 M 且当 | x | — 00 时 
t /( x ,0) — 0,即对于任意 £： > 0 可以找到这样的 i ?( e ), 使得如果 | x | > ⑷则 
\ u ( x , t )\ 彡 e •那么当 f — 00 时 tx ( x , t ) — 0在 R 2 中对 rr 一致地成立 • 

证明在 Goo 内考虑方程 Tu = 0 的基本解 P(x, 0,^-5), 其中 J > 0为常数. 
当 t = 0时函数厂 (x，0，<， 一 J) 〉0,当 t — oo 时在 R2 中 r(x,0^,-(5)-0 一致地 
成立. 设 e > 0是任意数.根据当 M — oo 时 u(x ? 0) 0的条件,存在这样的数 

M(s) > 0使得当 areRJfft 

e + M(e)r(x,0,0, ~<5) > u(x, 0)>-e - M ⑷厂 (x ， 0,0, 一 5). 

根据对于无界区域的极值原理（参看定理58)，在 Goo 内成立不等式 

|w(x ， t)| < e + M ■ ⑷尸 (X ， 0 ，亡， -S). 

因为 e > 0是任意的数，那么上述不等式表明当 f — oo 时在％中 u(x,t) — 0对 a: 
一致地成立.定理证毕. □ 




4.6 导数的估计.解对变量 a : 的解析性.应用 


我们应用调和函数的算术平均定理，即应用调和函数的特殊性质，得出了拉普 
拉斯方程解的导数的估计（参看 3.8 节).对于热传导方程，我们不得不采取另外的 
方法，应用更为复杂的但同时又是更为一般的方法 . C . H . 伯恩斯坦为了估计捕圆型 
和抛物型方程解的导数应用了这个方法并且在二阶方程的各种研究中获得了许多应 
用（例如，参看[22】, [23]). 

定理 69 设 u (： M ) 在区域 = | x | 2 + | t |<(/2+ p ) 2 ,^<0} 内满足方程 

Tu = 0 并且属于那么，对于区域 = { x ， t ; | x 卩+闳 <R 2 ,t< 0} 
中的 (x, t) 成立估计 

§(专) 2 4, 2 ， （■) 

其中 C = 2 n + 10. 

证明 在区域内考虑函数 

v(x,t) = [(ii + p) 2 -|x| 2 - |t|] 2 fj (竞 ) 2 + C lU ' 

其中 G 是正的常数.我们来证明，常数 Q 可以选取得使在0；^内 7 V < 0. 那么 
由 4.4 节的引理6推出在内 

v(x } t) ^ maxv , (4.51) 

<T 

其中 a 是位于曲面 | x | 2 + ㈨ = (R + p ) 2 上的的边界部分. 

容易看出， 

max v = C\ max u 2 = C\ max u 2 . 

<r a s；«+p 

于是，由估计式 （4.51) 推出，在 W + p 内 

[(R + p) 2 - \x\ 2 - \t\\ 2 ^2 (^~^j + Citt 2 ^ Cl max |u| 2 , 

所以 n 2 

饮自 ( 菪 ) ^ \p{2R + p)]2 ^ '"I 2 ' ( 4 . 52 ) 

因此，为了证明不等式（4.50)，只需证明在 护钟 内对适当选择的 Ch 有 Tv < 0 .为 
了计算我们注 意到： 对任意两个函数 z 与 切， 

T(wz) = wT Z + zTw-2±^-^-. 



所以容易看出 


导数的估计.解对变量: T 的解析性.应用 


— 瓣， .) V 2 碱) 

r([(ii + P ) Hj 2 ) 

= 2(2n + l)[(-R + p) 2 -|x| 2 -|«|J- 8\x\ 2 = q(x,t). 


我们有 


T W = -2(( i 2 + p ) 2 -| a： | 2 -|«|] 2 ^ (為 ^) + 9(M) 自(竞) 

+8[(i? + p) 2 -| a； | 2 -|«|]^ 2“ 盖 ^ - 2 。 自⑵ 

为了估计上面等式中右端的第三个和式，应用估计式 2 a & < 〆 +沪，得 

^ _ 2 [(㈣ 2 鲁 ( 為 ) J ⑵ 

+2 [㈣ H E (為 ) 2 

As % ? = 1 


+2[(i? + p) 2 - | 工 1: 


+3 涧 2 自 (菪) _ 2Cl 自⑵， 


因为在内 

32 |af + g ( x，tK (4 n + 20 )(ft + P ) 2 ， 

0 

那么,令 Q = (2 n + 10 )(fl + />) 2 , 得到在 a ;«^ 内 rt ; < 0. 把如此选取的常数 Q 代 
入到关系式 (4.52), 得到不等式 （4.50). 定理证毕. 口 

我们应用不等式 (4.50) 来建立热传导方程解的任意阶导数的估计. 

定理70 设 在区域 = \x\ 2 + \t\ < (R + p) 2 ,t<0 } 内满足方 

程 rw = 0 并且属于 C^\u r+ p) $z. 那么对于区域 a; 72 中的 (x.t) 当 |a| = A : 时成立 
如下 估计： 

\ V ^ u { x , t )\ 2 < max | u | 2 , (4.53) 

其中 V; = T^ a = (ai,--. ,a n ), |a| = ai + ... + a„, C = 2n + 10. 

证明考虑嵌套的区域序列 

^Hp=L t ; |x| 2 + \t\ < (R+lp^ ^<o|, J=0, 




(4.53) 



根据定理 69, 当 K | = A : -丄 = k - j-l 时如果对某个 Z 有 V ^' u ^ 4- V a ，， u , 

OXl 

则有 


max \ V a ， u \ 2 ^ ^ 
zs R + i p y 



\ V Q n \ 2 . 


(4.54) 


假设在这个不等式中 j = 0,而后为了估计所得不等式的右边，方 t j = 1，2, - 1 

接连地应用不等式 (4.54), 我们便得出估计 (4.53). 注意，这里我们应用了在 4.2 节 
所证明的在 cjW 内的无穷次可微性，以及如果在 cj r + p 内 ru = 0, V a u M 
热传导方程的解. □ 

定理71设 tx ( M ) 在 oJ H+p 内满足方程 ru = 0且属于 C 2 ^( u R + P ) 类.那么 
对 |o：| = A: 及任意 p 彡 ◦, 对于 (x, t ) E a;^ 成立如下估计： 


其中 = H =«!+... + a n , C = 2 n + 10. 

证明由方程 ru = o 推出 
gp 

q^ V ° u = | Wu | 彡 n ^ maxl ^ ul , 其中 |/?| = 2 p +| a |. 
所以根据定理 70 


(4.55) 


^ d^ v ° u < n 2 P w : w ^ 12 ^ 2 

< n 2 p ( C(k + 2 p ) V 2 ) fc+2p max | ti | 2 . 

由此推出所要求的不等式. □ 

定理72 (关于解对空间变量的解析性） 方程: r w = 0 在区域 0； 内 c 2 , 1 -) 类 
的解 u (： M ) 是变量 XV , a :„ 的解析函数，即对任意的点 ( x °^°) Go ;, 函数 u ( x , t °) 
当- a : 0 | < e 时可表示为按 xj - x ^ = l ，...， n ) 的幂的形状的收敛幂级数，其中 
£( x 0 , t o )>0. 

证明因为根据 4.2 节的定理56,函数 u ( x , t ) 是 o ; 内 re 与 f 的无穷次可微函 
数，那么按照泰勒公式 

u(I ， t0)= E ^ n { x . x o r+ E (卜々 ， 


|a| 彡 m 


I « l =* 


其中 a = ( Ql ，… , a n ), a ! = »!!••. a n !, (x - x°) a = (xi - x ；) a ^ • • ( x n - , m 是 

任意整数, xeQ x ^ = [ x ] \ x - x °\ < /?}，2 e Q <， 集合 {a：A |x-x°| < R -^ p , t = t 0 } 


导数的估计.解对变置: T 的解析性.应用 


属于0；，是某些正的常数.我们来证明，如果2 € 及 b - < e , 同时 e 选 

取得充分小，当 m — Co 时 


7 m ( xA?)E [ m : -々 


M =， 


趋 于零. 应用定理70中所得 u ( x , t ) 的导数的 估计. 设数 ii + p 如此之小，使得区域 
u R ^ = { x y t ; \ x ^ x °\ 2 + | H 0 | 2 < (fl + p ) 2 , 亡 < P } 属于 o ;. 那么，根据定理 70 对 
| a | = fc 有 

\ v >\ 2 ^ (字 ) 纖卜 |2 ， c=2n+10 - 

所以 m 

| x - x°rmaxM Y , ^ 

\ / lal=m 


正如在 3.8 节所证明的 


P 1 n m 


根据斯特林公式（参看[18, 422页 j ) 彡 m ! e -. 所以对 { x ^) eu R 

l7m ( x , t °, x )| < ( y / C\x - x °| e n p _1 ) m ra^c | u |. 

如果 | x - x °|< e , x^Qi 以及 

y /Ceenp~ l < 1, 

那么当 m — oo 时 | 7 m ( x , i °,2)| 对 a : 与 5 —致地趋于零.因此，当 |rr - x 0 | < e 时函 
数 u (: M g ) 的泰勒级数收敛于这个函数.定理证毕. □ 


附注10在 a ; 内满足方程 Tu = 0 的函数 u(x,t) 可能是变鲎《的非解析函 
数.那么，当 d 时函数 u(x,t) = r ( x , a : 0 ， M 0 ) 在点 (x\t°) 的邻域是满足方程 
Tu = 0的无穷次可微函数，然而这个函数不可能对 x = a : 1 按£ - P 的幂展开成幂 
级数，因为对所有 t < t °, r ( x 1 , x °, t ^°) = 0. 


定理 73 (解的解析延拓的估计） 设区域 a；o Co; 且对每个点 （ x 0 ， P ) e 叫， 区 
域 = {x,t; |x -x 0 | 2 + |^-t°| 2 < (fi + p) 2 , f 一 P < 0} 属于 a ;， 其中 与 P 是某 
些常数.那么在 a ; 内方程 ：Tu = 0 的解 u ( a :,0 可对于复值 x +印在区域 a ( a ; 0 ) = 
{ M ， y ; (X, t ) e a ； o , \ y \ < 6 } 内作解析延拓，其中 < J = ( p -^ enVC ) -1 , C = 2 n + 10, 
并且对 u ( x , t ) 的解析延拓成立如下 估计： 


sup \u{x + iy,t)\ < 2 max | tz |. 
QsM ^ 


(4.56) 




证明在证明定理72时，我们证明了当 | o : - : r G | < (5,对任意点€ o ; 0 函 
数 u ( Xl t ) 可表示为泰勒级数 




(4.57) 


并且这个级数以形如 


v ( x , t ) = ^ { VC\x — x °\ enp~ l ) in iqajc | tx |, C = 2 n +10, 

m=l 

的几何级数为其强级数.因为 \ u { x , t )\ ^ vM , 假定 (5 = p { 2 enVC )- 1 并考虑到级 
数 （4.57) 对复值 x 有定义并且当 \x + iy ^ x °\ < 5给出函数 u ( x , t ) 的解析延拓，我 
们得到 

sup | u ( a : -f iy , t )\ < 2 sup | tx |. □ 

形如 （4.56) 的估计可应用于研究抛物型方程的解在无界区域中的性态（参看 
[24]). 应用之一是证明方程 Tu = / 的柯西问题的解在增长函数类中的唯一性定理. 
对于方程 ： Ttx = /,这个定理可用另一种方法证明，例如，应用极值原理及类似于证 
明4. 4 节定理58所用的辅助函数.这里所用的方法具有更大的一般性，可应用于任 
意拋物型方程与拋物型方程组. 

定理 74方程 : Tu = 0 满足初始条件 

w | t=o = 0 

的、在区域 GV = { x y t t x € RS ， 0 < ^ r } 内属于类，并且使得对所有 
( x , t ) e G r 

| u ( x,OI < Cie a|x|2 (4.58) 

的解 u ( x , t ) ^ G r 中恒等于零，其中 Ci , a 是某些正的常数. 

证明 因为按照假设， u ( x , t ) e C 2 * 1 ^), u \ t=0 = 0,在 G T 内 Tu = 0, 而这 
意味着 g = 0, j = 1，…， n ， 那么当 f < 0时 

假设 u ( x , i ) = 0,我们得到函数引入补充自变量.如 
果函数 uOM ) 在 Kit 1 中满足方程= 0,那么函数 v ( x iXn + 1 , t ) = 

cos / zx n+1 exp {- M 2 咖 ( x , t ) 在 R = + l ,, 中对任意常数 M > 0满足方程 — = 
0 • 

在空间 Rx . n + 1,4 =(工 1 , …， Xn ， 工 n + 1 , 0 中考虑区域 G * = {x,X n+ i,i ； |x| < 
5，| x n+1 | < s , <t < n } 的序列及在空间 R 巧 1 中考虑区域 Gg = { x , t ; | x | < 
o < i < n } 的序列，并且常数 n 我们在后面选 


导数的估计.解对变量 rr 的解析性.应用 


对区域 G ' G a+1 及函数 v ( a :， X n + 1,0 应用定理 73. 显然，对任意 s 可以取 R+p = 
, R =\ y p = 1 -. 所以定理73中的 <5与 S 无关而仅与 n 有关.根据定理73有 

sup \v(x + iy,x n+ i +»y n+ i,t)| < 2 sup |v(x,x n +i,t)|. 

Qa ( G ») G -+» 


容易看出 


2 sup ^ sup | v | 

G -+» 1 丨 Q t (G a ) 

sup • g ^M(xn+i+iyn + i) + e -t/i(x n+ 1 +iy n+1 )j e -M 2 t u ( x ，亡 ) 


^ sup 

IVn + ll <^ 


> ^ ( e ^ + e -M<5 ) sup e ~^ l u ( x , i )|. 

因为当 t < 0 时 u ( x , t ) = 0, 那么由关系式 (4.59) 推出 

sup | e -/ i ^ u ( x , t )| < sup e _/ A 3 t u ( x , t ) -4 e 


(4.59) 


(4.60) 


当 s = 卽时考虑不等式 (4.60) 并且此后为了估计这个不等式的右端，当 S =扣 
1 , 5 o + 2,... , 5o + * 时接连地应用不等式 (4.60). 我们得到 


sup e _/ i 3 t u ( x , i )| ^ ( Ae~^ s ) k sup ^ | e _# i 2 t ti ( x ,«)|, k = 


= 1 , 2 ,… 


或者 


sup|u( ： M)| 彡 exp{A:ln4 —/k^ + zx 2 ?!} sup |w(x,f)|. (4.61) 

G;o G ； o +fc 

设选取常数 > 0 及 n > o 使得一 (W + dVi +a < 0. 为了估计不等式 （4.61) 的 
右端，应用条件 (4.58) 并令 /i = d / t . 得到 


sup \ u ( x , «)| ^ Cl exp { Aln 4 - Sdk 2 + nd 2 fc 2 + a ( s 0 + fc ) 2 }. 
Go 0 


(4.62) 


因为 

-Sd + Tid 2 + a < 0， 

于是不等式 (4.62) 右端当 k — oo 时趋于零.所以在 GS ° 内 u 三0,并且因为卽是 
任意数，那么在 g t n { x , t ] xers , o < t < n } 内 uso . 

对函数 u ( x , t ) 应用上述论证于层 n < ^ 2 n , 然后应用于层 2 n 彡 t < ，等 
等，我们得到在 G T 内 tx E 0. 定理证毕. □ 


附注11在定理 74 f 我们假定， U ( x f t ) e C 2 > x ( G r ). 这个假设可以减弱.当 
假定 U e c^ 1 ^) n C°(G T ) 时，定理 74 仍然成立.在 4.9 节将证明，如果 u e 
C 2 >\ G r )n C °( G r ), n\ t= o = 0,在 G r 内 rn = 0,那么 W e ^ l ( G T ). 




显然，由定理74可以推出对于方程 Tu 二 f 在满足条件 (4.58) 的函数类中的柯 
西问题的解的唯一性定理. 


4.7 刘维尔定理.关于可去奇点的定理.解族的紧性 

对于拉普拉斯方程的刘维尔定理已在 3.9 节证明 过了. 通常把刘维尔定理理解 
为关于定义在全空间或半空间，并且在无穷远满足某些条件的解的特性的论断.对 
热传导方程也成立这种类型的定理. 

定理75 (刘维尔）设在半空间 （3° = { x , t ; x e ^ t 0 } 中给定了方程 

Tu = 0 的 C 2 ^( G °) 类的解 u ( x , t ) 并设 


KMWUl + laf + ltl) 多， 


(4.63) 


其中 G >0， q >0 为常教.那么在 G 0 中是幂次不高于 ㈣ 的关于 x 彳的多 
项式.更准确地，在 G 0 中 


U(X ， t)= [ Ca,pX Q t p : 


(4.64) 


其中 =#••.<”， |a| = a l+ ... + an , [ g ] 表示 q 的整数部分， C QiP 为常数: 
Oij(j = 1,." , n ), p 是非负整数. 

证明为了证明等式 （4.64) 只需证明 u (: M) 的所有形如 


«l + 2p ^ [ q ] + 1, 


(4.65) 


的导数在中恒等 于零. 设 a/ = { x , t ; \ x \ 2 <5 2 ,^^ 0 }.那么根据 4.6 节 

的定理乃，对任意 p > 0及 M == * 成立以下 估计： 

QP 

max — V^u ^ n p ( y / C(k + 2 p ) p~' 1 ) k+2p max |u|, C = 2n+10. 


由这个估计，应用条件 （4.63), 对 M = A :得 


、< C 2 p- {k+2p \l + 2{R + p) 2 ^ 


(4.66) 


其中常数 C 2 与 P 无关. 显然，当 A: + 2p > (/ 时不等式 （4.66) 的右端当 p — 00 B 寸趋 
于零. 如果 | a| 4- 2p ^ \ q ] + 1,那么卜| + 2 p > q ， 所以所有形如 (4.65) 的导数在 o; H 
内等于零.因为 R 是任意数,那么在 G 0 中这些导数等于零.定理证毕. 口 


由已证明的定理75,特别地，可以推出, 
解，在这个半空间中是常数. 


^ = 0在半空间 f 中的有界 
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与拉普拉斯方程一样，弄清楚热传导方程的解容许有什么类型的孤立奇点是有 
意义的.在 4.1 节曾研究过热传导方程的基本解 r ( x , x °,^ e °), 它在 r ^ 1 中除去点 
之外处处是 m 的无穷次可微函数.容易看出，当 t P 时 


尸 (a;,x 0 ，M 0 ) 办 


|x-x°|<p 


= 2 一，(卜， 


l *- a: 0 |<p 


r I … 0 n 
I W 1 ^)] 


= 7T 


kl < P (2 


J e -旧' 


所以对于任意不论怎么小的 p > 0,积分义当 f — P 时趋于 1. 显然，点 （ rr Q ， P ) 是 
函数尸 ( x ， x 0 ， M 0 ) 的本性 奇点： 当 t 且⑺ 0 时 r ( a :， x 0 ， M 0 卜 oo . 我们同样 
看出这个函数的奇点 ( x °^°) 如下的 性质： 对任意 t 1 > P 

t i 4(t i -t°)ix-x°r 2 

I r(x,x°,t,«V = |x-x°| 2 - n j i(v^)- n e-id 5 . 

to o 

所以对 n > 2 及任意 t 1 

t 1 

f n x y , t y t °) dt ^ c \ x - x ° i 2 - n , c 为常数， 


to 


而对 n = 2 


r ( x } 


| x _*Q|i 

， t ， t 0 )dt ^ Ci -h C 2 J —ds 


= Ci -|- C^ln 


4(^ - t°) 
I : 二岣 2 , 


C U C 2 为常数. 


下述定理表述了热传导方程的可去奇点. 


定理 ％ (关于可去奇点） 设函数 U ( x , t ) 给定在 CJrMx ^ t 0 ) 内，其中 0V = { Xy t ； 
X e n ，◦ < f 彡 r } 且 （ x 0 , P ) € 0 ； r •设 u { x f t )^- UJ r \ 内满足方程 rt / = 0 并 

属于 C 2 ^{ u r \ «門）类.假设对任意 £>0 可以找到 p >0 使得对所有的亡> t 0 


\u{x,t)\dx < e. 


(4.67) 


■-x0\<p 
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那么函数 U ( X ， t ) 在点 ( X °, t °) 的奇性是可去的，即可在点 ( X °, f °) 给函数 u { x , t ) 补充 
定义使得 u ( x , t ) 属于 ^(( Dr ) 类且在 0； T 内满足方程 Tu = 0. 

对任何孤立奇点 ( x °^°), 即没有假设 (4.67), 函数 u ( Xi t ) 当 f P 时与属于 
C 2 * 1 ^) 类的函数重合，其中叫0 = { x,C z e Q ， 0 < f 彡 #}• 


证明首先证明定理的后一断言.对于任意点 （rr 1 ,0 €叫，当 P 时成立函 

数 u { x , t ) 借助于在 4.2 节得到的由公式 (4.18) 给出的势的表达式.依照 （4.18) 式, 
当 t 1 < P 有 


(^)=J - 啦 0 ^^) dS 

s t i ’ 





(4.68) 


等式 (4.68) 右端当 P = t G 时有意义且在兩。内给出与当^ P 且 ( x t t ) ^ 

时的 u ( x y t ) 重合的 C 2 ' l ( LU t o ) 类函数. 

现在证明定理的第一个断言.我们注意到，等式 (4.68) 的右端对任意 ( x \ t l )e 
i ^ r 有定义且在 U； T 内给定某个函数如同上面所证明的，当 P P 时如果 

♦ 1 ，d 便与 u ( x \ t l ) 重合，并且属于 C 2 ， 1 ㈣类. 

我们来证明， w 二 u — v m 于 c ^( cj t ) m . 为此考虑区域 


96 = { x } t ; x - S <t < r }\ 


其中 (5 > 0 为常数，而区域仏 C 且 (x°^°)€fii. 因为函数 w ( x , t ) 属于 C 2 ， 1 (巧) 
类，那么依照公式 (4.18), 对 t 1 > t。 + <5有 


W ) = 


t ) 


J 厂 ( X 1 ， X ， t 1 ， t 0 + S ) w ( x , t ° 4 - S ) dx . 


an,x[to+6,t l ) 


w { Xit ) di ^ M ]dS 

ov 


(4.69) 


n , 


由于对函数 u ( x , t ) 的条件 (4.67) 及函数 v ( x , t ) 在％ x [0, r ] 的连续性，对任意固定 
的点 ( x \ t l ) 当亡 1 〉亡 0 及 x 1 e 仏当 (5 — 0时 

J r ( x l , x , ^ 1 , <° 4- S ) w ( x , t ° -f S)dx 0, (4.70) 

ni 

因为对任意常数 p 〉0,当 i — P 时 w { x , t )^0 在区域 n \{ x ; |x -工 0 | < 埒内对 rr 一 
致地成立.在等式 (4.69) 中令 J — 0而取极限并注意到 （4.70) 式，对于 （ At 1 ) e 叫 

时得到 

- W ( x ,<)- ^ ，f - 1,0 ) dS . (4.71) 

aoix[to ti i] v / 
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由对函数 ^( x 1 ^ 1 ) 的表达式 (4.71) 推出， ^( x 1 ^ 1 ) Mx \ t l 的所有导数当 t 1 一 t 0 时 
存在等于零的极限，因为当 t 1 > 及 a : 1 € ^时等式 （4.71) 的右端可在积分号下对 
a : 1 与 t 1 进行任意次微分.因此，函数的邻域连续并且有连续导数 

dw dw cP"w • 


•7. = 1，…， 


由此推出，属于 C 2 ， 1 ^) 类.由 u 的导数的连续性推出，在 
点（ X 0 , A 有每= Au . 定理 证毕. □ 

我们现在来证明关于位于线段上的可去奇性的定理. 

定理77 设函数 u(x,t) 给定在 uJ r \l 内，其中 Z = {x, t; x = x° 7 t° 

(x°,t°) € 叫 . 设 1^ ， 0 在叫 \ 丨内满足方程 7^ = 0 且属于（ 7 2 ， 1 0^\/) 类.假设当 
n^2 时对任意亡 >0 及 x€fi\x 0 有 

t 

[\u(x,t)\dt^ |x-x°| 1 * n a(|x-x°|), 


3u(x, t) 
dxj 


— dt < |x-x 0 | 1_n a(|x-x°|), j = 1,--. ,n, 

f 


(4-72) 


其中当 s — 0 时函数 a ⑷ —0 及 s > 0 时 a ( s ) > 0. 那么函数 u ( x , t ) 可以在线段 Z 
上补充定义，使得 u ( x , t ) 属于 C 2 ' 1 ( uj t ) 类且在 a; T 内满足方程 ru = 0. 

证明与证明定理76时一样，我们可以证明，当 t P 时函数 u ( x y t ) 与属 
于 C ^( U t o ) 的函数 重合. 设 4 = { x , t ; |x - x °| < e , 0 < f < r }. 对于任意点 
( x 1 ^ 1 ) € a ; r \ a ;? 成立解 u ( Xi t ) 借助于 4.2 节得到的公式 (4.18) 的表达式.我们有 

U W )= / - 咖 ⑻ 11 〆 ，*) ) dS , 

〜 U 5 t ' 


n\{|x-xO|<e} 


r(x\x,t\0)u(x i 0)dx, 


(4-73) 


其中巧 ,={ x , t ; | x - x °| = £ , 0<^ <^}- 我们来证明，当 e — 0 时 (4.73) 式中沿 
Sf , 所取的积分趋于零.实际上 


/ r { x \ Xl t \ t ) d ^ 


dS\ < Ci 


/ ii ， 卜 


|x-x°|=e 0 


$c 2 


\x - a: 0 | 1-n a(|x - x°\)da = C 3 a(e). 
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其中必= d < Tdt ， C U C 2 ， C 3 都是与 e 无关的常数.同样可以得到 


t 1 

J u { x , t)^ r ^ X —dS ( C 4 J j \ u ( x , t )\ dtd(T = C 5 a ( e ). 




—x°j ： 


所以在 (4.73) 式中令 e — o 而取极限，便得到 


v) = / ( dS 

5 t i 

■f J r ( x l i x J t l ,0) u ( x 1 Q ) dx . 


(4.74) 


等式 (4.74) 右端当 ( x \ t l ) el 时同样给定函数.这个函数属于 C 2 ， 1 ^) 类并在 U T \l 
中与重合.定理证毕. □ 

我们发现，当 n == 1时方程 ru = 0的解 u ( x y t ) 在线段 Z 上的奇点不是可去奇 
点，甚至如果 u (: c ， t ) 在％ 上连续也是如此.当 n = 1时热传导方程在 uj t \1 内的解 
在线段 Z 上的奇点是可去奇点的充分条件是 u ( x f t ) 与会在 I 上连续.这可如同对 
定理77那样证明. Xl 

定理77的条件 (4.72) 可以 减弱. 如果当 n > 2时，条件 (4.72) 代之以如下条 
件:对于任意亡 >0及 xef 2\ x 0 


Ju { x , t)dt K ：\ x - x °| 2 ' n a(|x - x °|), n >2, (4.75) 


定理 77 仍然成立. 


函数 r ( x , x °, t , t °) 的例子表明条件 （4.75) 在多大的程度上是精确的，因为当 


t 

J 厂 (n 0 ， M 0 )« 


^ Cxlx - x 0 ! 2 -, (^为常数， 


这个函数在点的奇性是不可去的. 

当以条件 (4.75) 代替条件 (4.72) 进行定理77的证明同样要借助于 （4.18) 

式.同时为了估计等式（ 4 . 73 )中沿玲的积分需要用对 f 的分部积分来变换这个积 
分,并且为了估计 



du ( x y t ) 
dv 


dt 
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要应用 4.6 节关于估计方程 ru = 0的解的导数的定理 69. 不失一般性，可以假定 
u | t=o = 0,所以 w(x,t) = / ti ( x , t)dt 在这种情况下同样是方程 Tu = 0 的解.详细的 
证明我们留给读者. ° 

对于热传导方程与对拉普拉斯方程一样都发生这样的 问题： 在正维数的流形上 
解的怎样的奇点是可去奇点？特别地，在 4.9 节证明的热传导方程广义解的光滑性 
的定理是对这个问题的答案.在这里我们引人对拉普拉斯方程解 u (: r ) 与热传导方程 
解在 n 维空间中的 fc 维曲面上可去奇点的充分条件.我们以习题形式叙述 
这些条件,这两个习题的解可以如同 3.10 节定理39和 4.7 节定理 H 那样得到. 

习题1设拉普拉斯方程的解 w (: r ) 给定在 fi \ A / 内，其中 A / 是属于0的 A :维 
光滑闭流形，并设 


sup |u(x)| ^ P" n+fc+2 a(p), 一 n + fc + 2 < 0, 

x€H\Af p 


其中当/ — 0 时 a ( p ) — 0且 M p 是内到 M 的距离不大于 p 的点的集合.那么 
u ( x ) 可在 M 上补充定义,使得 u (: r ) 在上是调和函数. 


习题2设热传导方程 Tu = 0&_ u ( x ， t ) 定义在 u r \{ Mx [ t ° t )} ft , 
其中 M 是属于 n 的 A : 维光滑流形，设 


t 

sup / 
；€ n \ M p J 


u ( x , t)dt 



一 n + A: + 2 < 0. 


那么 n ( x , t ) 可以在 Mx { t °^ t ^ r } 上补充定义，使得 u ( x , t ) 屈于 C 2 ， 1 ㈣ 类且 
在 a; T 内 Tu = 0. 


现在我们证明关于热传导方程解的序列的收敛性的定理. 


定理78设方程 Tu = 0的类的解的序列 Um{xM m = 1,2, . •. 
(参看 4 . 4 节的符 号). 当 m — oo 时，在 (7 上一致收敛.那么序列 Um { x , t ) 当 m oo 
时在口 上一致收敛且这个序列的极限是方程 Tu = 0在5内的解 u ( x y t ). 

证明如果序列(: T ， 0当 m — oo 时在 (7 上一致收敛，那么对任意常数 e > 0, 
如果 m . rm 充分大则在 a 上 1^(0：, 纟）- Um ,( x , t )| < e . 根据 4.4 节关于极值原理的 
定理 57 ,由此推出在 G 上有 | u m ( x , t )- n mi ( x ,0 l < e . 这意味着在上当 m — 00 时 
um { x , t ) 一致收敛.在任一内点 ( x °, t °) Ga ; 的某个邻域 { x , t ; | x - x °|< p , < p ) 

内或者，如果 ( xV o ) € it 在形如 { m ; I : - x °\< p , t °- t < p } 的区域内 ， mm 4.6 
节的定理 n Umix ^ t ) 的所有直到三阶的导数对 m —致有界.这表明序列 u m ( x f t ) 
及其直到二阶的导数在这个区域内一致有界且等度连续.所以按照阿尔泽拉定理，由 
序列 u m ( x f t ) 可以选出在所考虑的区域中连同其一阶、二阶导数都一致收敛的子序 
列.在方程 TUm ^ O 中对这个子序列取极限，就得出所要求的论断. 口 
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定理7 9 (关于紧性）由方程 ru = 0 在 OV 内有界的解族 { u m ( x ，0} 可以选出 
序列 u m ^( x 9 1), 使得它在形如 { x , t ; x e Q 1 , e l t ^ r } 的任意柱体内当 m ' — oo 
时一致收敛，其中 e 1 > 0 为常数， H 1 C n. 

证明根据 4.6 节定理7』,在柱体行 x 内，函数 um { x , t ) 所有的一阶导数 

对 m —致有界，其中 e > 0,3 C a 所以，应用阿尔泽拉定理得出，由族 { u m ( x y t )} 
在这个柱体中可以选出一致收敛的序列 

根据定理 78, 一致收敛序列 tw ( X , <) 的极限是在所考虑的柱体内满足方程 Ttx ：= 
0的函数 u ( x ， t ). 应用对角线方法，如同在证明对拉普拉斯方程类似定理的证明中所 
做的，考虑柱体的集合 { x y t ; a: € G 彡《彡 r} ， A: = 1 ， 2, …，其中 C S } k +1 , Q k C 
f 2， U ^ = ，当 A : — oo 时 q — 0,可以构造当 m -> oo 时在这些柱体中的任何一 
个一致收敛的序列 ii m ( x ,0, 而这意味着在柱体 { x , t ; x £ n 1 ,^ 1 ^ t ^ r } 内也一致 
收敛. □ 

4.8 借助傅里叶变换解柯西问题.体热势的光滑性 


初始条件给定在超平面£ = 0上的方程 Tu = f 的柯西问题的解可能借助于基 
本解而写成显式的形式.在这里，我们要应用傅里叶变换独立地得出这些公式,特别 
地，要得出热传导方程的基本解. 

于是,我们将在层 G t = {x,t; x€RS ,0<^ r} 内求出方程 

Tu =尝 -t 歸= /( a:,«) (4.76) 

满足初始条件 

w|e=o = ^{ x ) (4.77) 

的有 界解. 首先假设问题（4.76)， (4.77) 的解存在，并且当0 < t t 时对于每一个 
^,/都属于类，同时在 u ， 尝， f 及其对 z 的导数的估计中常数与 
t 无关（参看 1.3 节). 考虑函数 u(M) 的傅里叶变换.引入表示 

= J v(x)e*( z ’《)dx， 

R2 - 

其中 K0 = E x ^. 如果函数 t;(rr) 属于 5(1^) 类，那么函数 t;(z) 的傅里叶变换 
v {0 同样属于 1(R?) 类并成立公式（参看I. 3 节） 


(x) = (27r)- n / 
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对方程 (4.76) 的左、右两端应用傅里叶变换后，得到对 u (^ t ) 的方程 

+奸2(⑶=/⑹)， 


(4.78) 


因为尝=芸，心= - 阶 2 ㈣ ， ICI 2 = 与条件 (4-77) 对应的 2( ⑼的初始 

条件形如 J_1 

2| t=o =你). (4.79) 

问题（4.78)， (4.79) 的解可写为如下 形式： 


t 

S(€,t) = me^ 2t + e -叫也 s)e^ 9 ds. 

o 

因为按照假设 u ( x , t ) 对于任意 t 属于 5(1^) 类,那么成立公式 

「 t 

u { x , t ) = {27 r)- n J 你) + e ^ 2t j /(^ s ) e^ 2a ds 


(4.80) 


(4.81) 


容易验证,公式 (4.81) 给出对 5( R -) 类中任意函数 rP ( x ), S ( R ^) 类中函数 /(: r ，0 以 
及与 t 无关的常数 C a , p 的柯西问题 （4.76), (4.77) 的解.实际上,位于等式 （4.81) 右 
端的以积分表示的函数 tx 对连续，因为当任意 f > 0及常数 C a , p 与6无关时， 

根据摹€別％)及 f ( x , t ) e 5( R ^), 这个积分对 : M —致收敛.导数 g 及^同 

样对 x 及 t 是连续的且可以在积分 (4.81) 中由积分号下取微分得到这些导数. Iff 以 
对 ( x , t ) € G T 有 


Tu = (2 n)- n f T [ i ) e^ 2t + r 〜 


J s)e l€|a *(isj 


e -* ⑷ o 來 


=(27 T)- n / /({, t ) c-^«de = /( x , t ). 


在公式 (4.81) 中令 t = 0, 得到 


W ( rr ，0) = (2 n)_ n = 你). 


于是，以直接的验证证明了，在上述关于函数岭⑷与 f ( x , t ) 的假设下，柯西问题 
(4.76), (4.77) 的有界解存在，并由公式 (4.81) 表示. • 

其次我们来证明，对于更为宽泛的一类函数 xP ( x ) 与 公式 （4.81) 给出柯 
西问题 (4.76), (4.77) 的解.为此，当《〉0时我们来变换积分 (4.81). 



我们来求以 e^ 2 \t > 0) 为其傅里叶变换的函数 v(x,t ) y 这意味着 

v(x, t) = (2n)- n f 


= (27r)- n f[ I e 為 


(4.82) 


计算积分 


e - , ( i+ ^) a -^ ds = e - 1 ^ J ds. 


因为 e- 〃 2 是 2 的解析函数，那么依照柯西定理 

Te-<^r ds 


= lim 


*i/2t Xj/2t 

ds+ J e- t(N+i7)2 d 7 - J e _* (-尺 +h)' 


后两个积分当 N^oo 时趋于零，这是因为 


工 i /放 


t ^±2 tiNy^ d J ^ e - tN 2 f e t 7 2 d7 = Cie -t 


其中 Cl 与； V 无关.所以 


+昝) 2 心= 


/〆 一矣 


于是，对由等式 (4.82) 给出的函数 v(x,tl 得到表达式 

,(x,0 = (27T)-(^) e-^ = ^^e -穿 s ^O.t.O), 

在 l. 3 节已证明了，对 5(RJ ) 中任意的函数外与巧成立等式 


Vi -V2 = vT*V2y 
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其中 VX*V2 是函数外⑷与 v 2 {x) 的 卷积. 所以，当 f > 0时，积分 (4.81) 可记为如 
下形式： 

u(x, t) = (27r)_ n J tp* ve^ x, ^d^ 

R c 


-\-(2ny n J J f(x ， s) * v{x, t- s) e~^ X} ^d^. 


这意味着 


ti ( x , t) = rj){x) * r(x f 0, t , 0) + / f(x t s)*r(x 9 0,t f s)d$. 


于是，对于柯西问题 (4.76), (4.77) 在上述关于函数与 f(x，t) 的假设下的解 
u{x,t \ 我们得到了当 t > 0时的公式： 

u(x, t) = (2y/nt)~ n J 分 (y)e — / 

t 

+ j j f(y, s)e ‘ (2y/7r(t- s))" n dyds. (4.83) 


定理 80 对于在％中有界的、 C °( R 2 ) 类的函数树 x ) 及这样的函数 /(： M ): / 
与给卜 1，…， n ， 在 G t 中有界、属于 C 7°( G r ), 柯西问题 (4.76), (4.77) 属于 

C^(G r )nC°(G r ) 类的有界解 u(x,t) 存在. 当 f > 0 时,这个解 u{x,t) 可用公式 
(4.83) 表示. 


证明考虑函数 




i>{y)dy. 


(4.84) 


容易看出，如果训: r ) 在中连续且有界，那么在任何属于 G t 的紧子集中，积分 
(4-84) 及其在积分号下对: M 的微分任意次所得到的积分对 rM —致收敛.所以对 


T (^ i ) = J 少 (y)T(r(x，y，t, 0))dy = 0. 




显然， 


| ui ( x , t )-^( x °)|= Je -^ 2 [ ip(x + 2 r } y / t ) - 7 p { x °)} d ^ 


彡 2 M ( V 5 F ) 


+(>/5 r ) 


e ~^ drj 


\v\>n 


I 分 ( a : + 2Tjy/t) - xl){x°)\dT), 


(4.85) 


l ” l <~ 


其中 JV 是任意一个正数 ， M == supH . 所以对于任意 e > 0 不等式 (4.85) 中右端如 

果 JV 充分大，第一项便小于 f 如果 <5充分小，对固定的 N 当 | a : - x 0 | < 5及 | t | < 5 

时，第二项小于这是因为函数 训 z ) 在 RJ 中的连续性.所以当（: M ) — (，0)时 
ni ( x t t )^ rP ( x °). 因此，公式 (4.84) 给出当 f > 0时柯西问题 


Tui = 0在 Gr 内, 

t^i|t=0 = 矽 ( 工 ) ， xeR^ 


(4.86) 

(4.87) 


的解. 


现在考虑体热势 


t 

U2(x,0 = J J (2 \Ar (卜 5 ))^ n e"* ， 4 *«~-i) /(y, 3 ) dyds . 


(4-88) 


0 RJ 


显然，等式 (4.83) 可写成 u ( x , t ) = wi ( x , t ) + ii2 ( x ， t ) 的形式.对反常积分 （4.88) 作 
积分变量的 变换： 



= rjj , j = , n , 5 = 3 . 


得到 


t 

u 2 { x , t )— J J ( y /7 ry n e ~ } TJ ^ f (2 T]Vt - sx , s ) dsdrj . 


(4.89) 


r s o 


由等式 (4.89) 容易推出： tx 2 (： M ) 是艮上的连续函数，因为 /( x , t )* G r 上有界并 
且连续,且积分 (4.89) 对 x 及 t 一致收敛.由等式 （4.89) 推出，当 ( x , t ) (/，0)时, 
Ti2(X ， t) — 0,即 

U2\t=Q = 0 . ( 4 . 90 ) 
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积分 (4.89) 可在积分号下对巧迸行微分，因为所得积分对 re 与 f 一致收敛.于是有 


du 2 {x,t) f f /- n N 2 df(x -f 2riy/t^, s) 

dxj ^ JJ W) 6 ~ ~ 


drjds 


=// 二 一. 


对最后一个积分作分部积分,得到 


幻 = J (-A)' n J e H ” 12 -^=f{x + 2r}Vt - s , s ) dTjds . 

3 0 R ； 

容易看出，导数 A,j = l ,..., n , ftG r 内连续，因为 


d 2 u 2 ( x y t ) 
dxkdxj 


l 

=J (\Ar) 


- W 2 


Vj 

y/t — 3 


df(x 十 2 r ] y/t - s , s ) 

dx k 


d / qda 、 


后一积分在 (? T 内对 a : 及 f 一致收敛.其次,将等式 （4.89) 对 f 微分，得 


du 2 ( x ， t ) 


= (\/^) _n f e ~ |f7|2 /(^, t ) dr ) 


(4.91) 


(4.92) 


+ / {^)- n fe -^± 9/ J - J - t 2 a ^ f ^ ，a) (4.93) 

这样的微分是合法的，因为所得积分在 G t 内对 X 及 i 是一致收敛的.考虑到等式 
(4.92)，关系式 (4.93) 可记为如下 形式： 


J=1 J 


这意味着在 G T 内 


Tu 2 = 


(4.94) 


并且等式 (4.89) 给出的函数 u 2 ( x , t ) 是柯西问题 (4.94), (4.90) 的解，而 u ( x } t ) = 
u l { x , t ) + u 2 { x , t ) 给出柯西问题 (4.76), (4.77) 的有界解.定理 证毕. 口 

附注12函数 ix 2 ( t ,0 可以表示为 


I 

U2 ( x ， t ) = J U ( x ， t ， s)ds 


(4.95) 
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的形式，这里当 i 〉 O 0时 

U { x , t , s ) = J (2 v^G — s ) r n e _ ^^7( y ， s ) dy , 
R J 

正如上面所证明的，当 t s 时 

TU = 0, I /( x , t , s)\ t=a = f ( x y t ). 

积分 （4.95) 称为杜阿梅尔 ( Duhamel ) 积分 


定理81 (关于体热势的光滑性）设在上函数的形如 

</， (4-96) 

的导数有界且连续，其中彡 fc ，| a | + 2 P 《 fc - l , p >0, fc 是整数且 fc>l .那么，由 
等式 (4.88) 给定的函数 u 2 ( x ，0 在 G t 内满足方程 Tu 2 = /并且在内有形如 

Qq 

( 4 - 97 ) 

的连续且有界的导数，其中 |/?| + 2 g <ifc + l . 


证明我们对 g 作归纳法来证明定理的论断.当 (7 = 0时，函数 u 2 ( x i t ) 的形如 
(4.97) 的导数在内存在,且是在内的有界与连续的函数，因为积分 （4.91) 可 
在积分号下对 rr 微分 fc 次.由于关于 /( x , t ) 的假设，所得到的积分对 GV 内的 a : 及 
t 一致收敛.假设定理的论断对所有伽成立.我们来证明，如果 2(^ + 1) ^/c + 1, 
当 g =伽+ 1时论断也成立.正如在证明定理80时所表明的，在 G t 内成立等式 

尝=心2 + /( M ). (4.98) 

设|/3| + 2(伽+ 彡 A: + 1. 那么根据归纳假设与关于函数/的导数的条件 （ 4.96 )， 可 
以把箅子 V ❿作用于等式 (4.98) 右端.因此在孓内存在形如 




d qo ^ l U2 
⑽0+ 1 


的有界、连续导数，它是把算子应用于等式 （4.98) 左端而得到的.定理证毕. 

□ 


推论 9 如果 /0 M ) 在内无穷次可微，且它的任何导数在 G 内有界，那么 
由公式 (4.88) 所给出体热势 u 2 ( x i t ) 是在内无穷次可微的函數且它的导数在 G t 
内有界. 


习题 3 试验证：如果紧支集函数 / m ( x , t ) 当 m — oo 时在 ^( R ^ t 1 ) 中广义 
函数意义下收敛于(5卜- - P ), 其中 e Goo , 那么，如果当 i < 0 时令 

U ?( x , t ) = 0, m 《 CM ) 在 zr ( RO 中收敛于 r ( x ， x 0 ， t ， t 0 ). 
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4.9 广义解.热传导算子的亚補圆性 

区域 a ; C RS . t 1 内方程 Tu = f 的广义解 U 是指空间 D \ u ) 中这样的广义 函数: 
对任意函数# € D { u \ 成立如下 等式： 


( u , TV ) = (/，^). (4.99) 

特别地，在 u ; 内使得对任意的函数€ D ( u \ 等式 

J uT*(pdxdt = J fipdxdt (4.100) 

U) U) 

成立的、在 u ; 内有界可测的函数 u ( x , t ) 称为方程 Tu = f 的广义解.等式 (4.100) 通 
常称为积分恒 等式. 函数 f ( x , t ) 假设是在 o ; 内局部可和的函数.容易证明，热传导 
方程： Tu = 0在 u ; 内这样的广义解是 C -( a ;) 类函数.对拉普拉斯方程广义解的类 
似的断言（外尔引理）已在 3.11 节证明过了. 

定理 82 其本身为 a ; 内有界可测函数的、方程 ru = 0 在区域 o ; 内的广义解 
u { x , t ) 属于 类. 

证明令 7 >, t 。 = ^ - ^02- T xO,tO = - f) ^02 - s eu, e 

是充分小的正数.在等式 (4.100) 中取在 1.2 节构造的磨^核作为 
函数我们得到 


0 = ^ u(x f t)T* t Wh(x — x°,t — t°)dxdt 

OJ 

=J u{x, t)T x o tt oWh{x - x 0 ^ — t°)dxdt 

U ) 

= T x o tt o J u(x, t)wh(x — x°,t — t°)dxdt = Tu h . 


(4.101) 


因为在 o ; 内 | tx ( x , i )| < M , 那么只要 /i < / i G , 而 / i Q 充分小，显然在任意的区域 a / 
内（其中亦 C a ;) 有 \ u h { x , t )\ < M . 由关系式 （4.101) 推出，在 a / 内当 ft < h 0 时 
Tu h = 0. 依据在 4.7 节所证明的定理79,由序列 W 中可以选出子序列 u ^， 使得它 
当心 — 0时在 .a/' 内一致收敛于在 u ;〃 内满足方程 Tu = 0 的、 C 2 ， 1 ^) 类的函数 
u { x y t ), 其中 a /' 是任意这样的 区域: CJ " C a /. 根据 4.2 节的定理56,函数 5( z , t ) 属 
于 C ~( a /') 类•在 1.2 节已证明了当 A — 0时在 L 2 { u ) 范数下 u h ( x , t ) PJf 

以在 a ;〃 中 tx ( x ，0 与 u ( x , t ) 重合，因此 u ( x , t ) 属于 C ^( a ;) 类.定理证毕. □ 


由定理8 2 容易推出在 4.6 节中附注11所叙述的 断言： 如果 u G C 2 ^( G r ) n 
C °( G r ), G t = { x , t ; x G R ；, 0 < t ^ r }, u| t=0 = 0,在 G T 内 ru = 0,那么 



iiG C 2 ^(G r ). 实际上，考虑区域 4 = {x,t; \ x \ < f < t }， 其中 i? 〉 0, <5 > 0 

都是常数，在这个区域中当 t < 0 时补充定义函数 n(x,t ), 在-5 < t < 0时令 
12(0：, 0 = 0. 不难证明，这样构造的函数 u ( x y t ) 是方程 ru = 0在内的广义解，因 
为对于 D ( u 4) 类中的任意函数 < p ( x ， t ) 成立等式 

uT*(pdxdt = 0. 


这个等式是我们在区域^ n {£ < ^ < r } 内对函数 u ( Xl t ) ^ < p ( x ， t ) 应用格林公式 
(4.5) 且在所得等式 

J uT^ipdxdt = J u ( x t e ) ip ( x , e)dx 

u/Jn{£<«<r} \x\<R 

中使 e 趋于零而得到的.依照定理82,函数 u ( Xi t ) € C ^( c 4) 并因而 u { x , t ) € 
C °°( G r ), 因为 il 是任意正数. 

现在我们来证明热传导方程的任意广义解的光滑性定理，定理82是这个定理 
的特殊情况.这个证明用到在第1章中证明了的广义函数论中的一些定理以及热传 
导方程基本解的性质.类似的方法可应用于证明具有常系数的任何椭圆型和拋物型 
方程广义解的光滑性. 

定理83 方程 Tu = 0 在 o ; 内的广义解 u ( a :， 纟） 是类的函数. 

证明只需证明，假设球 Qf / Cu ;, p >0 为常数，在任意球 Qf ^° 内广义函数 
u 是无穷次可微函数.设 r ]{ x , t ) € 且在 Qf / 内 r ? = 1•考虑 D '( Q $。） 内 

的广义函数 t ; = m ;. 显然，在 Qf / 内 X ； = tx ， 因为对任意 0( Q ^°) 有 

, ( v , ip ) = ( urj , ( p ) = ( tx , rjip ) = ( u , ip ). 

此外,假设对于 p € DiR ^ 1 ) 

= (w,W>, 

^ 可看作中的广义 函数. 显然，在 R ^ t 1 \ oi l ° 内 v = o . 我们注意到，在 
Qf l ° 内 〜 = T ( u V ) = o . 实 际上， 对 cpe D ( Qf t0 ) y 由于条件 <u ， rv) = 0 ， 

{ Tv ,( p ) = { T ( uri )^) = { U77 , T » = { u , rjT * ip ) = ( u , TV ) = 0. 

如果 p € 乃呢方 1 \ Qf ^。)， 那么 { Tv . ip ) = 0, S ^7 suppvDsuppy ) = 0 •记 T ( wq ) = F . 
我们有 





Tv = F 


( 4 . 102 ) 
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设尸 1 = r(x,0,t ? 0). 由等式 (4.102) 推出对于卷积的等式 

Tv*r l = F * r \ (4.103) 

这些卷积存在，因为尸 1 是 M 的局部可和函数，而 F 是 ^(R^t 1 ) 中具有紧支集的 
广义函数.因为根据卷积的性质 Tt; * r 1 = V * 7T 1 = 1； * 5 = %那么由等式 (4.103) 
得 

v = F * r l . 

设# e D { Qf ^°). 根据卷积的定义有 

(F*r\(p) = <F(y, 5) 厂 ( 《， 0, t ， 0), 必 (y, s)(p(y + ^fi + r)>, 

其中 物， s)e D ( R - y ) 并且在 F 的支集的邻域中0 = 1•设在 Qf °中^, 5 ) = 0. 
那么 




= (F{y ， s\tp 、 y ，3 、J r(LQ ， T ，0 )(p(y + $,s + T)d^d' 

=/^(2/^),^(y,5) J r(x,y 1 t } s)(f(x } t)dxdt\ . 


因为函数利 M) 与 W(M) 的支集不相交，那么 0(j/, s)r(x ， y ， t ， _(M) 是 D(R 2 x n y ^ t ) 
中的函数.所以按照 1.3 节的引理2有 ’ ^ 

(v,(p) = (F ♦r 1 ,^) = J (F(y, s) 9 V»(y, s)r(x 9 y, t, 8))(p(x } t)dxdt. 

nn+l 

由此推出 t; 是通常的函数并且 


v(x,t) = (F(y, s), V»(y, a)r(x 9 y, t, s)). 

如果 （M) e Q^° ，那么 iP( y ， S )r( X ， y ， t， S ) 当 y， 5 e 时是 :r,2^ 与 s 的无穷次 
可微函数.这可以从下述得出 ：函数 r(a：，y，t， S ) 当 （2/，s) # (x,0 时是无穷次可微的. 
所以，根据 1.3 节引理1, v(x, t) e C°°(Qf t0 ). 定理得证. □ 

下面证明的定理是基本定理83的推论. 

我们来证明热传导算子 r 的亚椭圆性. 

我们忆起，如果对任意区域 a; C R^t 1 , 在 w 内对任意函数 u € D^co) 及/ e 
C°°{^ 由 Ltz = /推出 tx € C~(o;), 那么!，这个线性算子 L 称为亚椭圆算子. 

定理 84 算子 Te 羞是亚椭圆算子 ，即： 对任意区域 wCR ^ 1 , 如 
果在 o ; 内 Tu = /， tx e D»、f e C °°( oj )， 那么 u € C °°{ u ). 



证明我们将假设 o ; 位于半空间 f > 0内.设 ^ t ) € D ( u )、 在区域 u ; 1 内 
r / = 1,同时7 C o ;. 在 4.8 节的定理81中证明了函数 

t 

v ( x , t ) = J J r ( x , x °, t , t °)/( x °, t Q ) rj ( x Q , t °) dx ° dt ° 

o R « 

当亡彡 0 时是无穷次可微函数并且 Tv = / ry . 所以 ii ( x , t ) — v ( x , t ) = w ( x , t ) 在 o ; 1 内 
满足方程 Tw ^ Q 并且依照定理83,函数 w ( Xl t ) 属于 ^( a ; 1 ) 类.因为 u = t ; 十切，那 
么 u ( x , t ) 同样属于 C ^ k 1 ) 类.位于 a ; 内的区域 a ; 1 可任意选取.所以 u G C 7°°( a ;). 

□ 

对于有界可测且具有紧支集的函数广义函数 

w = / * r ( x , o , t , o ) 

是方程 Tu = f 的广义解的例子.根据卷积的性质 

Tu = /*rr = /*(5 = /. 

定理 85方程 TVsdOr - a : 0 , 纟一 P ) 在如下的广义函数类中的广义解是唯一 
的： 这类广义函数当时等于零，当- j : 0 |>1 时 

| F ( x ^, a : 0 ^ 0 )|^ Ciexp { C 2 | x | 2 }, 

其中 Q > 0, C 2 > 0为常教.这个解与 4.1 节所研究的基本解 r { x , x °, t ^) 重合. 

证明考虑广义函数 u ( x , t ) = V ( x , t , x °, t 0 )- r ( x , x °, t , t °). 显然，在喷 1 中 
Tu = 0, 所以由定理83推出 , tx € ^( R ^ t 1 ). 因为当 t =纟 0 时 u = 0,而当 \ x ^ x °\ > 1 
时 

| u | ^ C ； exp { C ^| a :| 2 }, 

那么，根据 4.6 节所证明的柯西问题解的唯一性定理,在 R ^ t 1 中 tx 三0.于是 


K(rr,^x 0 ,t 0 ) = r(x,x°,«^ 0 ). 


□ 
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5.1 波动方程 


波动方程——这是形如 


d 2 u 


= a 2 A x u ( t , x ) + /(t,x) 


(5.1) 


的方程, u { t , x ) 是时间变量 f € R 1 及空间变 S a： = (xi,---,x n )€R n 两个变 M 的函 


数.拉普拉斯算子 Aa ：= 


的下标 a : 是强调，它仅仅作用于空间变蛩. 


似.仪百 仪朋升 J Li x = ^2 "> - r 1 w x 疋观州 ， G LVUVIh 川 j 工14又迅. 

这个方程刻画了对不同 1 的物理过程 h 许多最简单的模型在弹性介质中的振动的 
传播.例如，在一维情形 （n = 1) 这个方程刻画弦振动或杆的弹性纵向振动，在两个 
空间变贵的情形，是薄膜的振动（在这里 u ( t f x ) 是薄膜的点的垂直位 移)； 当 n = 3 
时，方程 （5.1) 刻画声波或电磁波的传播. （5.1) 式中的函数 /(t,x) 具有外力的物理 
意义，容易看出常数 a 具有速度 ( x / t ) 的量纲，正如我们在下面所看到的，它实际上 
是在给定的具体问题中波的传播速度. 

波动方程——这是线性二阶双曲型方程的典型代奉. 

附注 13 在时间《 — 的代换下波动方程不变.于是,它可在沿时间的两个方 
面同样地被解出（这意味着机械波过程的可逆性).但是在传统上，是求这个方程当 
^>0 时的解（即将来)，它依赖于时间的初始时刻 t = 0 . 

5.1.1 柯西问题. 能量 不等式 


我们研究齐次波动方程，即在 （5.1) 中 f ( t , x ) = 0: 

u tt = a 2 Au ( t , x ), ( t , x ) £ K <Z R n+1 . 


(5.2) 
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我们将要研究方程的区域尺位于半空间 f > 0中，并且与超平面 t = 0相邻接.更确 
切地，= ({i = 0}x fio)U5, 这里 C R n 是空间中的有界区域.分块光滑的超曲 
面5是“足够平坦的”，即在任意一点 (t,x) e S, 这个曲面的外法线方向 P = {u u u x ) 
满足不等式 

W 彡 a\iy x \, (5.3). 

其中 W = cos(i/ y t) e R 1 , v x = ( cos ( i /,® i), ••- ,cos(i/,x n )) e R n , 或者按另一方式， 
cos 2 (i/,<) ^ a 2 (cos 2 (*/, : ci) + . • • + cos 2 (i/,x n )). 

附注 14 其法线满足不等式 (5.3), 并且以等式代替非严格不等式所得曲面 S 
乃是所谓的顶点在任意点（‘吻)，^ > 0的特征锥 5 to ,, 0 , 即下述这样的点化 a:) 的 
集合： 

|rr - x 0 \ 2 = a 2 (t- h) 2 , t^t 0 . (5.4) 

实际上， &。, z 。在点⑺ re) e 氏。, $ 。的（虽然如前,不是单位的）向量 

" =(% 6 )， ^ = a 2 (t - t 0 ) y u x = iv x (|x- x 0 | 2 ) = x-x 0 

就是 法线. 因此，由于 （5.4) 

i/f = a 4 (t - to) 2 = a 2 \x - x 0 \ 2 = a 2 i^. 

附注 I 5 在一个空间变 fi 的情形，弦振动方程的特征——直线2： 士 at =常数 
= x 0 土峋是特征锥 S t0il0 (在这种情形下 3“ 是平面上的角）的母线. 

我们还要引进某些记号.令= A ： n p = t } ——区域尺与平面{纟= 

的截面 ， Kr = KC\{0 < t < r}; Sr = 5 n {0 < t < t}. 区域 K t 的边界记为 
dK r = f2 0 U f2 r U S T . i£ 

e ( t ) = \\\Mry .)lli 2 (n T) + ^a 2 ||V x u(r,.)||f L2( n r ))n 

是在时刻 T 能量泛函 的值. 在这个和式中第一项有振动的动能的物理含义，而第二 
项是势能. 

定理 86 设函数 u(t,x) e CT 2 %) 门 C 1 (瓦） 在 K 内满足波动方程 (5.2). 那么对 
任意 t >0 成立能量不等式 


E(t)^ £( 0 ). 




证明将方程 （5.2) 乘以叫并对区域 K t 积分，得： 

Q = I ( u tt 一 a 2 Au ) u t dtdx 

= /[^( u ?+ a 2 S < )~° 2 l ^ (ut, 


) dtdx . 


在这里我们应用了 


1 ^ 、2 

靜 4 = ㈤㈣， 

Q Q 1 ^ 

U Xk x k U t = g^( U tU Xk ) - U tXk U Xk = — (u t U Xfc ) - -^(U X J 2 . 

应用高斯-奥斯特罗格拉茨基公式，化各个导数对区域 A： t 的积分为沿 K t 的边界 
dK r = fi 0 Ufi r U5 r 的积分.考虑到区域的外法向 1/ = (i/ t ，4) 具有（1，0, • • • ， 0) 
的形状,而在 n 0 的外法向具有形状（-1,()，••• ，0), 得到： 

Q = \ f ( u ? + a2 公 1 4 ) & 

+ J * (W + a 2 矣 4) cos(i/, t )- a 2 ^ u t u Xk co 8( i /, x k ) dS 


= E ( t )- E (0) 


m 


; 2 |Vu| : 


)i/ t - a: 


u t ( S / u ^ x )\ dS y 


(5.5) 


其中 (Vu,l/ X ) = u x k cos(i/, Xk ) 是向量 Vu 三 ( u Xl . ,u Xn ) 与单位法向世 1/ = 
{ v u v x ) 的射影数量积.因为根据 （5.3) 式 


|a 2 u t (Vu,i/ x )| ^ aVtllVixllz^l 




k 卩 . a 2 |Vtx | 2 




^ 2 | Vu| 2 


h 


那么 （5.5) 式中后一积分非负，于是 五 (r )- 五⑼ < 0. 定理得证. 
推论10柯西问题 

j u u = a 2 Au ( t , x)-h /( t . x ), (f, x)eK C R n+1 

{ u \ t=o = ( p ( x ), u t \ t =o = rp ( x ), xeQ 

的解是唯一的. 


(5.6) 
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证明设 Ml(£, 2 ：) 与 U 2 (t,x) 是问题 (5.6) 的两个解.那么函数 v(x, t) = Ui(t,x)- 
U 2 (t t x) 是柯西问题 


{ Vtt = a 2 Av(t,x) (t,x) e K C R n+1 , 
v\t=o = v t | t =o =0, a: e fio 

的解. 这个解在初始时刻 £ = 0 的能量 E (0) 等于零.考虑到泛函五⑷是非负的，由 
上面证明的定理推出， E ( t ) = 0. 因此， v t 、 v Xk 恒等于零，因而 v ( t , x ) = 常数.考虑到 
v (0， a :) = 0,应有 v ( t , x ) = 0,从而 ui ( t , x ) = u 2 ( tjx ). □ 

上面我们研究了在某个区域 K C Rn + i 内的柯西问题，它的初始条件仅给定在 
有界区域 C R n . 如果初始函数 A ： r ) 与 rP ( x ) 对所有 x £ R n 给定,那么可以求在 
整个半空间 f > 0的解.于是我们有如下的柯西 问题： 


u t t = a 2 Au(t y x) t > O f x e R n , 

吣 =o = 9(x)€ C 2 (R n ), tx 山 =o = C l (R n ). 


(5.7) 


并且在函数类 u ( t , x )£ 昨+ x R ， 中求解. 

附注 l 6 由上面所说过的可推出问题 (5.7) 的解 u ( t t x ) 的唯一性.实际上，半 
空间中任意一点 { t } x ) 6 R + x R n 都落在某个特征锥 |:c 一 zol 2 < _纪) 2 内, 

在特征锥内，柯西问题解的唯一性已得到证明.还可看出，在锥内，解 
n ( t , x ) 仅依赖于初始函数的 r ) 与 i >( x ) 在锥底上——集合 |ar - zo| 2 < a 2 # (中心 
在吻、 半径为 at 0 的球）的值. 

5.1.2 在 n = 3时柯西问题的解.基尔霍夫公式 


X 夺任意函数咖） e C 2 ( R 3 ), 按下述规则构造函数 M g ( t 1 x ) 1 t >0: 

M 9^ x ) = 4 ~ 2 ^ / 9 ⑹啤、 ( 58 ) 

(^-x|=ot 

dS ^ 是半径为 W (中心在 a :) 的球上的面积元素.或者在 (5.8) 式中作变量 变换: 
$ = x + at ”， = ( at ) 2 dS v , 其中&是（中心在0点）单位球上的面积元，便 
得到算子 M g ( t , x ) 的另一种 形状： 


M p ( t ， x ) = ^ J g(x + atr }) dSrj . 


(5.9) 


l ” l =: 


特别地，由这个表示看出函数 M g ( t , x ) 的光滑性与函数 〆 z ) 的光滑性一致. 




命题 10 对任意函数 g(x)e (^(R 3 ) 有 : 


证明初始条件 （5.11) 是 (5.9) 式的明显推论. 

从 （5.9) 式同样可以 求出： 

^M g (t,x) = 士 / g{x + at^dSrj + ^j ： J (V^(x + at^^a^dSry (5.13) 

hl=i l*?l=i 

考虑到贞 a :) 是光滑函数，我们有 

^^[ =0 = h / 咖响 =5 ⑷， 

W=i 

初始条件 (5.12) 同样成立. 

为了证明 （5.10) 式，把 (5.13) 式变换为 

^M g (t,x ) =手 + 岩 / (▽咖 + atrj) y ri)dS v 

W=i 

= X + = / (▽咖 ，” ㈣ =苧 + 丄 / △旅他 （5.14) 

|^-x|=at |<—x|<at 

在这里我们又回到了变量 C =工+ a 的,而后根据髙斯-奥斯特罗格拉茨基公式，向 
量场▽ 〆 《）通过球面 = (准确地说，7/是这个球的单位法向量）的流动变成 
散度 div ( V ^(0) = Ag (0 \^ x \< at 的积分.其次，再将 (5.14) 式对亡微分，有 

= / •續)屯)， （ 515 ) 
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因为 


=4^ / 




|C-*|<at 


|^-x|<at 


d 


dt \4 ^i 續喊 = 


Anat 2 




l^-x|<at 


|^-i|<at 


d 


4 nat dt 




I 卜: 


(5.15) 式右端的导数,如果变到球坐标是易于计 算的： 


d 

dt 


由此 


J ^9(0<^ ] = ^ ( / / + rv)r 2 dSr,dr 

l^-x\<at / 、0 |”|=i 

=a J + atr/)(a«) 2 d5 T? 

l ” l=i 

= a(at ) 2 J Ag(x + atr^dS”. 

W=i 

§^M g (t ， x)=^ J Ag[x + atr^dSrj. 


| T)l 


另一方面，由 （5.9) 式有: 


^Mg{t, X) = 士 / Ap(x + atrDdSj 

N=i 


(5.10) 式得证. 

定理 87 设 ^(x)€ C 3 (R 3 )， tP ( x ) e C 2 (R 3 ). 那么柯西问題 

u tt = a 2 Au(^x), ^ > 0, x e R 3 , 

w | t=0 = P ⑷， ti t | t=o = r / j ( x ) 

的解由基尔霍夫公式 

给出，其中算子 Af 在 （5.8) 〜 (5.9) 式中 定义. 


M g 

~F 


□ 

(5.16) 


(5.17) 





证明实际上,如同在命题10中所证明的，函数 u n ( t , x ) = M ^ x ) 是柯西问 


ull = a 2 Au IT ( t , x) t ti /7 | t=o = 0, Wo = r /)( x ) 
的解.我们证明函数 u r ( t , x )= d ^ll 是下述柯西问题 的解： 

= a 2 Au r (t y x) } u r \ t =o = P ⑷， u[\ t= o = 0. 


(5.18) 


(5.19) 


实际上，因为 < p ( x)e C 3 ( R 3 ), 那么 M ( p ( t y x)e C 3 ( R + xR 3 ), 且因为函数 M ^ x ) 
满足波动方程，那么 V 作为 M ^ x ) 的导数，同样满足这个方程.根据 （5.12) 式，得 

W 7 |t=0 = P ⑷， 

而由于 (5.10) 式与 (5.11) 式有 

= a 2 AM v) (t ， a;)|t=o = 0. 

由 (5.18) 式与 (5.19) 式推出，函数 u { t , x ) = + 满足 （5.16) 式. □ 


5.1.3 降维法.在 n = 2时柯西问题的解.泊松公式 


现在求解两个空间变适， 即 ： r e R 2 的情形的柯西问题.合理的想法 提示： 变 M 
个数的减少不应导致更复杂的问题.实际上，事情也确实如此.能够把较少维数的问 
题转化为更多维数问题的方法称为降维法.我们现在来叙述它. 

设 u ( t , x ) = u { t , x u x 2 y x ^) 是空间变量为三维的波动方程 

d 2 u 2 f d 2 u d 2 u 9 2 u \ 

W =a \d^ + d^ + dxl) 

柯西问题 (5.16) 的解,并设初始函数与第三个空间变量叼无关，即 cp = cp ( x u x 2 )，— 
寸 ( x u x 2 ). 应指出，我们是知道这个问题的解的，它由基尔翟夫公式 (5.17) 给出，在公 
式中函数 P 与分的积分是在空间 R 3 中沿球面进行的. 

沿 x 3 轴作任意数 GR 的 位移. 一方面函数 u ( t , x ) 变为 5(^, x ) = u (^, Xi , X 2, x 3 4- 
另一方面，就像沿: r 3 轴的位移不改变初始条件 p 与0 —样,沿坐标轴之一的 
位移也不会改变波动方程.这意味着 u ( t } x ) 与函数 u ( t , x ) 是同一个柯西问题 (5.16) 
的解. 由于这个问题解的唯一性， S ( t ， x ) 三即 

u { t , Xi , x 2 , X 3 4- xl ) = u ( t , Xi } x 2 , x 3 )y GR . 


上式确切地表明，函数 u ( t ， a :) 与 a ：3 无关 ; u = u ( t , xi , x 2 ). 这意味着 


数 u ( t , x ) 是方程 



d 2 u 

9xl 


= 0,且函 
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的解. 

于是，如果初始函数 p ( a ： i , a ：2 ) 与 ^( xi , x 2 ) 假设在 R 3 中给定，但与 a ：3 无关，我 
们便得到，基尔霍夫公式 (5.17) 给出的函数 u ( t , x ) 是波动方程柯西问题 （5.16) 的二 
维空间变量的解.确实，在这种情况下，沿 R 3 中的球面的积分—— W 与 M 寸 是通 
过这个积分给出的（参见 （5.8)) ——理应化为对空间 R 2 的积分.我们就来谈谈此 


中心在点 x = ( x li x 2 l x 3 ). 半径为的球面可投影到具有同样半径、中心在 
( x u x 2 ) 的 圆内. 球面上的面积元素 dS 与圆上的面积元素处= 屯必 由关系式 
炎= d 5 cos 7 相联系，其中7是球面的切平面与平面 ( x u x 2 ) 间的夹角，或者同样 
地，是球面的法线与 x 3 轴之间的夹角（抑轴是平面 ( x Xi x 2 ) 的法线).容易看出， sin 7 
等于球面半径在平面 ( x u x 2 ) 上的投影与半径本身之比，即 


sin 7 = 


之一 x 


(6_xi) 2 + fe-x 2 )2 

R 


-1 C - x \ 


还注意到/?=以，还有,在圆的每一点处，有球面上的两个点投影到其上（“上半球， 
与“下半球”),最终得到,公式 (5.8) 可改写成二维的 情形： 


M 办—士 t I 9 ⑹ 


I ■ 勞 A / 


分⑹炎1炎2 

W 一 K 一邱 


结果有. • 




|^- x|<ae 


_ 分 (0 炎1 炎2 

(6 - Xi)2 - - x 2 )2 


(5.20) 


这样一来，我们就证明了如下定理. 

定理88设 < p ( x)e C 3 ( R 2 ), 7 j ;( x)e C 2 ( R 2 ). 那么柯西问题 


Utt = a 2 Au ( t , x ), 
^ le=o = < p (^) 


u t \t=o = fp(x) 


的解由如下的泊松公式 给出: 


u ( t , x ) = — M ( fi ( t , x ) + M ^( t , x) f 

其中算子 M 在 (5.20) 式中定义. 

5.1.4 弦振动方程的达朗贝尔公式 

很自然地，由三维空间不仅可以“降”到二维空间，而且也可“降’，到一维空间， 
得到弦振动方程柯西问题解的达朗贝尔公式（参看下面的（ 5 .2 4 )式）（我们记起，弦 




振动方程是空间变量为一维的波动方程).我们立刻预先说明，这个公式很容易用 
初等方法得出（转到特征并求出弦振动方程的一般解)，还有，不仅对分别属于空间 
C 3 ( R ) 和 C 2 (R) 的初始条件 咖）与 rp(x) 有用达朗贝尔公式表示的柯西问题的古 
典解（这如同三维与二维的情形)，而且对 C^R ) 也有柯西问题的古 
典解，这容易直接用计算 验证. 然而由基尔霍夫公式导出达朗贝尔公式仍然是用降 
维法. 

于是，如同上一部分,我们考虑当 x € 1 R 3 , 但初始函数仅与一个变量^有 关时: 
^ — 波动方程柯西问题的解 u(t,x). 此时当沿 a：2 轴和 : r 3 轴有位 

移时，由于解的唯一性，问题没有改变，函数 u(t,x) 也没有改变，即 tx = .这 
意味着,解对抑及: r 3 的二阶导数等于0, u(t, Xl ) 是问题 


d 2 u 


2 d 2 u 

1 


u |t=o = #( 工 1 )， Ut\t=o = 必 ( X l) 


(5.21) 


的解. 余下的仅仅是把公式 （5.8) 中的沿球面的积分化为对线段卜-吣々+圳的 
积分,这一线段是球面在:^轴上的投影. 

球面的一层投影为线段上的长度元素炎 ^ 这一层的面积 dS 投影为 27^(^^ 的 
l / COS 7 倍大—— 27 rr ^ i 是具有同样髙度与同样底面半径的圆柱面的侧面积，其 
中7是球面的这一层与柱面的法线的夹角 （7 是与 5.1.3 所说的一样的角).在这里 
r = Rcos^r 是球面的一层的底以及柱面的底的半径，炎 i 是它们的髙，/? = W 是球 
面的半径.于是 

dS = 2 二巧 = 2nRd^i = 2natd^i. (5.22) 

附注17球面层的面积的公式 S = 2nRh 可从 (5.22) 式对心积分而得到，这 
个公式可在任何一本数学手册中 找到. 我们发现，这一面积仅与球半径 ft 、 层髙 / i 
有关，而与这一球面层的位置无关——无论是在“中间”还是在“最边上’，.这意味 
着， 当我们切薄皮橙子为“小圆轮”时若具有同样的厚度，则每一块都得到同样数量 

的果皮，当然此时果肉却如我们所知，中间的“小圆轮，，比“ 边上” 的要多. 

% 

在 /I = 2 i ? 的特别情形，便有熟知的整个球面的面积 S = 47 Tfl 2 . 

将 (5.22) 式代人 （5.8) 式，得 

xi+at x\-\-at 

M ^ tlXl ^ = 4^t f 9 ⑹ 2natd ^ = S f 9((i)d^i. (5.23) 

xi—at xi—at 

我们看出，在所研究的一维情形 


^M^(f,xi) = ^{ag{x 1 + at) - - at)) = — 1 ^ 9 ^ Xl + 以 ) 
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因此，下述函数 u ( t , x ) (已去掉不必要的下标 1) 是柯西问题 (5.21) 的解： 

x) = — + Af^(«,x) 

=^ ■ 一 - 年 ㈣ + i 了舰 • (5-24) 

x—at 

这就是达朗贝尔公式. 

5.1.5 基尔霍夫公式、泊松公式和达朗贝尔公式的定性研究.波在不同维数空 
间中的传播 

已经看出（参看附注16)，波动方程柯西问题 （5.7) 解 u ( t , x ) 在任何维数的空间， 
在某一点 ( to , x 0 ) (其中 to > 0) 的值仅与初值函数 p (: r ) 及 rP ( x ) 在特征锥底上的值 
有关，这个底即是球（或者在 R 2 内是圆，或者在 R 1 内是闭区间 ）| a :- 邱| 彡咖 .这 
可从泊松公式看得很清楚，在那里积分 （5.20) 刚好是对这个圆进行的.至于基尔霍 
夫公式，如同我们从 （5.8) 式看出的，在那里，对我们来说,仅仅在球 |:r -刎 < 晌 
边界的邻域内，即球面 \ x - x 0 \ = at 0 ±^( x )^ rp ( x ) 的值才是重要的.更准确地说， 
为了求出值 ^ o ,^ o ), 我们需要知道在这个球面上初始速度 0(4 的值以及初始位移 
M 及其导数的值（因为 M ^ x ) 以其对 f 的偏导数出现在解中).初看起来,基尔 
祺夫公式与泊松公式在确定其中进行积分的集合、包括符号“=”与的差别不 
很大，但却导致在不同维数空间中波的传播过程中本质不同的效果. 

所谓的解对初始条件的依赖集合是波的传播的重要特征.假设我们已知具有某 
些初始资料 Wo :) 与 rP { x ) 的波动方程柯西问题的解 u ( t , x ). 现在，我们并不是在全 
空间，而只是在某个（比如，有界的）集合 S 上%变了初始资料，即考虑对我们的方 
程的柯西问题，它具有另外的初始资料分 ( a :) 与 $( x )， 同时当 B 时死 r ) = 

及 ^( x ) = 利办用 u ( t , x ) 表示这个新问题的解.发生这样的问题 •. 在什么地方解没 
有改变？更准确地说,在哪些点 ( t , x ) GR + xR - 我们可明白地断定 u ( t y x ) = u ( t y x )? 
于是，当仅在某个集合 B 上改变初始条件时，解可能改变的点的集合称为解 
对于 B 上初始条件值的依赖集合. 

由于问题的线性性质，可以假设外 r ) 三外 r ) 三0,并且相应地，解也 
是零， u ( t iX ) = 0.令对 x 贫 B ^ ix ) = ^{ x ) = 0,并试图回答 问题： 在什么地方 
显然有 u ( t lX ) = 0,而在哪些点我们不能断言这一点？原来，答案与空间的维数 
( n = l ，2 或 3) 有关. 

三维空间为了确定起见，令 B = {rr € R 3 | | x | <1} ——单位球，并设仅在球 
内初始条件 P 与寸 可能异 于零. 这意味着在零时刻，在0的邻域发生了某个扰动 
(爆炸).设我们位于点吻,|吻| > 1. 我们试图弄明白，什么时候（关于时间）我们感觉 
到这个扰动（听到爆炸)，即对怎样的 tMt , x 0 )^ o ? 
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根据基尔霍夫公式（5.17)，（5.8)，为了确定 u ( t , x 0 ) 的值，我们应当对中心在点 
xo , 半径为 at 的球面續积分初始条件.仅仅当这个球面与单位球 B 的交非空时我 
们可以得到非零的结果.这表明，如果说彡 M - 1,那么球 B 位于球面續之外，于 
是 u ( t , x 0 ) = 0. 这意味着，扰动还没有到达点—般地，对任意集合 S ， 在距离 B 
大于 at 的点⑺ a :) 处， u ( t , x ) 的值明显地为零.因此，振动在空间中以速率 a 行进. 

如果以彡|吻| + 1,那么球 S 整个落在球面巧〗之内，积分是对 p 0 = 0的集 
合进行的，因此仍有 n ( t , x 0 ) = 0 (波已经走过了点 x 0 ). 

总结上述，我们得到，在任意时刻 t ：> 0,仅可能在位于球层 

at - l < | x | <at + l , t >0 (5.25) 

内（当 《 < ^时，在球 | x | < W + 1 内）的点 re 处，解取非零值.在这种情况下，使得 
W = ai + f 的点⑷ x ) 的集合（即距离 B 为 at 的点的集合）称为前波阵面,而使得 
| x | = 的点的集合称为后波阵面.波阵面在空间中以速率 a 传播. 解对于在 B 

中初始值的依 赖区域 是前后阵面之间点的集合.在我们的情况下依赖区域由 (5.25) 
式给定. 

二维空间二维空间与三维空间原则区别在 于：在 （5.20) 中的积分是对整个的 
中心在点 xo 、 半径为 at 的二维圆进行的，而不是对它的边界（圆周）进行的. 
所以，仅当以< |吻| - 1时，此时单位球 S 位于之外，明显地有 u ^ xo ) = 0,而 
当 aO |吻| + 1 ( 即丑 C 故）时， u ( t , x 0 ) 的值不一定 是零. 因此，解 u ( t , x ) 仅在满足 

W < a ^ + l , t >0 (5.26) 


的点可能取非零值. 

于是，当在二维空间中的振动传播时，存在如同在 R 3 中一样的前波阵面，它由 
到集合 S 的距离等于故的点构成，而不存在后波阵面.解对初始条件的依赖集合 
是在前波阵面内， 距离 B 小于说的、 R 2 中的点 x 的区域. 

设在某个有界集合 B 内发生初始条件扰动的振动在时间的某一瞬间达到点^ 
其次，直到在: co 点之前的时间内，此扰动确实在较小的程度上经常会被感觉到.其 
条件为:在 (5.20) 式中被积表达式的分母中，数量 y/(atY - | x 0 - $| 2 ( xo 是固定的， 
而 C 遍历有界集合 B ) 是随£增 长的. 正如我们所看见的，对量 u ( t , x 0 ) 最大的影响 
是初始条件与必 (0 在那些距吻接近加的点€处的值，因为在那里 （5.20) 式 
中的分 母小. 为了强调振动随时间衰减， 常说 及在 R 2 中后 波阵面的弥散 （而不是说 
它的消失). 

附注 1 S 我们以物理上的例子来说明数学上的结论.在三维空间中声波的传播 
当然是有后波阵面的，否则我们听到任何声音时都带有很长时间的（虽然逐渐减弱） 
“回声”.而在水面抛掷石块（这是很强烈的初始资料的局部扰动）产生的逐渐发散的 
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圆（不止一个圆）很好地表现了在二维空间中传播的清楚的前波阵面和弥散的后波 
阵面. 


一维空间正如我们由达朗贝尔公式 （5.24) 看到的，弦振动方程柯西问题的解 
u ( t y xo ) 的值依赖于弦在点 x 0 土 at 的初始位移 p 及在闭区间 [: c 0 - at,xo - f - at ] 上的 
初始速度水 在这里闭区间是一维的球，而点 抑土 at 是一维空间中的球面（球的边 
界).于是，解原则上以不同的方式依赖于 中与寸： 依赖于^ 与三 维情形类似，而依 
赖于4则是类似于二维情形. 

例如，如果分三0,而当 | x | 彡1时 ip ( x ) = 0,当 : r € (—1,1) 时 y >( x ) > 0,那么 


, x) = 


( f(x — at ) -f < p(x + at ) 
2 


并且，如果至少有数 a : 土加 中之一属于开区间（- 1,1), 那么 u ( t } x ) > 0,在其余的 
点处 u ( t f x ) = 0. 解对于初始位移 p 的值的依赖集合,如同在三维的情形，由不等式 
(5.25) 在开区间 （-1,1) 上给定. 

反之,如果 p H 0,当 | x | 彡1时必⑷= 0及当 | rr | < 1时 tfi ( x ) > 0,那么 


z 十 at 

♦ x ) = 士 / 働 （ 


并且当(一 1, 1) D ( X 。- at , x 0 + at ) / 0 时 u ( t f x ) > 0,在其余的点处， BP xo - at > 1 
或吻 + d 彡-1时 u ( t f x ) = 0. 解对于初始速度 tP 的依赖集合，如同二维的情形，由 
关系式 (5.26) 在开区间 (-1,1) 上给定.我们也可看出，对于所考虑的具有紧支集的 
初始条件，当 i — + oo 时没有 u ( t , x 0 ) 趋于0 : 

1 

㉟ ^心 0 ) = 士 / 攸)炎 = ▲ / 攸 ) d Vx 0 e R . 


这就把一维问题不仅与三维问题，而且也与二维问题区别开了. 

任意维数的空间自然出现这样的问 题:在 n 个空间变量的情形，波的传播本 
质上发生了什么？或者按另一方 式说： 如果 re e R n ， 在确定算子时，是在 
怎样的集合上进行积分,是在球面 Sf 上还是在球上？在 n 个空间变量的情形， 
给出柯西问题解的公式称为赫格洛茨-彼得罗夫斯基公式.我们在这里不想涉及它， 
仅仅给出原则性的回答.建议有兴趣的读者参看例如 [16]/ 

在奇数 n 维空间（除了 n = 1之外）中，确定算子岣的积分是沿球面进行 
的，因此，如同我们所研究过的三维的情形，波的传播存在着前波阵面和后波阵面. 

在偶数维空间的情形,确定算子岣的积分是对球进行的，因此，如同二维 
情形，波仅有前波阵面，而后波阵面弥散了. 

一维空间是特殊的. 
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5.1.6 非齐次方程.杜阿梅尔原理 

在本质上，杜阿梅尔 ( Duhamel ) 原理 断言： 知道了齐次波动方程柯西问题的解， 
我们可以求解非齐次方程 

uu = a 2 / S . x u ( t , x ) + f ( t ， x )， t >0, x e R n , (5.27) 

例如，具有零初始条件 

u \ t=o = Ut \ t=o = 0 (5.28) 

的问题. 

定理89 设 U { t y r )X ) 是齐次波动方程 

Utt = a 2 A x U ( t , r , x ), t > r , x £ R n (5.29) 

具有当 £ = t 时给定的初始条件 

u \ t=r = f /( r , r , x ) = 0, U t \ t=T = U t ( r , T , x ) = /( r , x ) (5.30) 

的解.那么函数 

t 

u { t , x ) := J U { t , T , x)dT (5.31) 

0 

是非齐次问题 (5.27) - (5.28) 的解. 

附注19在问题 （5. M ) 〜 (5.30) 中所提初值条件不是在时刻 i = 0,而是对 
t = r >0, 这仅仅导致，在相应的公式（基尔霍夫、泊松、达朗贝尔）中需要以 t - T 
代替 

附注 2 0在二维与三维情形齐次柯西问题解的存在性的证明是对初始速度必 e 
C 2 的光滑性进行的，因此，非齐次问题的解我们仅仅是在€ C 7 2 的假定下得 
到的. 

证明我们将要对 (5.29) 式给出的函数 u ( t , x ) 进行微分.下面所有的求微分都 
是合法的，因为函数 U { t ^ x ) 作为齐次柯西问题的解，对 f 与 a ； 都是两次连续可微 
的•为了求对 re 的导数，我们在积分号下直接对参数进行 微分： 


A x u ( t , x )= A x U ( t , r ^ x ) dr . 
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为了求函数 u(t,x) 对变量 t 的导数,既要对参数微分，也要对积分上限 微分: 

t t 

Ut{t,x) = ^ J ur > x ) dr = u (^» x ) + JU t {t,r,x)dT 


= / U t (t,T ， X)dT ， 


t t 

U tt (t,x) = ^ J Ut(t, r, x)dr = U t (t y t y x) + J U t t(t ， T ， x)dr 


f U tl 


= f(t y x) + / U H (t,r y x)dr y 


在这里我们利用了下述事实：根据初始条件 (5.30), U ( t , t , x ) = ^ U t { t , t , x ) = f ( t ， x ). 
另一方面，[/ « = aU (参看 (5.29)), 我们得到 (5.27). 显然，初始条件 （5.28) 也 
成立. 口 

由于问题的线性性质,具有初始条件 

u | t=0 = ( p ( x)y tit | t=0 = 4( X ) 

的方程 (5.27) 的解可以表 示为： 

% t 

♦怎)=基〜一， 2 )十叫一， 2 ) + J T , x ) dr , 

0 , 

其中算子 Mg 依空间的维数分别由 （5.8), (5.20) 或 (5.23) 给出. 例如当 n = 1，达朗 
贝尔公式 (5.24) 可改写为如下 形式： 


U { tyX ) = 


(p(x — at) -H (p(x + at) 1 


: +o(t-r) 


i I I 八丁麟 丁 . 


r—a(t—r) 


5.2 弦振动方程的混合问题 

双曲型方程的基本问题之一就是混合问题.薄膜振动方程的混合问题以下述形 
式 提出： 在区域 G ={0< t < T i ( x i y ) eQ } 中求方程 -Au = 0 满足条件 

( ^|t=0 = TO 、 

^t|t =0 = Pu 


u |5 = 0 或尝 =0 

s 
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的解 w ( t ， x ， y )， 其中5 = {0 < * < T ，( x , j /) € a }, a 是区域的边界 • 我们暂不考虑 
解 u { t ^ y ) 应当属于怎样的函 数类. 

现在考虑一维情形，即弦振动方程. 

设 P 是弦的密度，弦在粘滞的介质中振动,粘滞度以 (7 表示，那么这样的弦的振 
动方程具有如下 形状： 

( p { x ) u x ) x - q { x)u = Utt - (5.32) 

这个方程是双曲型的.按照问题的物理意义 p ( x ) 彡 p o , Po >0 为常数， gOr ) 彡 0. 长度 
为 I 的弦，端点固定,其振动问题相应于边界条件 

u| x= o = 0, u\ x ^i = 0 (5.33) 

及初始条件 

u \ t =0 = u t \ t=o = ^ Pi ( x ). (5.34) 

我们来详细地研究混合问题 （5.32) 〜 （5.34). 首先证明这个问题的解的唯一性. 

引人 记号： 

Qt — {0 < t < T } 0 < x < l} y Q r — {0 < t < t ,0 < x < l }. 

我们将假设 y 

定理 90 (唯一性） 问题 （5.32) 〜 (5.34) 的解是唯 一的. 

证明 为了证明，将方程 (5.32) 乘以 2 u t 并对 Q r 积分.容易看出，方程 

2 u t (utt - ( pu x ) x + qu )=0 

可改写为如下 形式： 

K 2 )« + - 2{ pu x ut) x + q ( u 2 ) t = 0. 


所以有 


Qr 


- 2{ pu x u t ) x + q ( u 2 ) t }dxdt = 0. 


应用髙斯-奥斯特罗格拉茨基公式得 



J (Ut + pul -f qu 2 )dx - J { u 2 t + pul + qu 2 



x=l 



5 章双曲型方程与双曲型方程组 


根据边界条件（5.33)，后两个积分等于零.我们得到在自由端点情况 

或固定端点 ( ti | x=0 =0) 情况的能量等式：对任意 t 彡0 

*=1 



J (Ut + p(x)ul + qu 2 )dx = J (u\ + p(x)ul + qu 2 )dx 


或 ， 

J ( u t + p(x)ul 4- qu 2 )dx = / (W + p(y>o) 2 + Q ( Po)d^^ (5.35) 

t=r t =0 

即对于端点固定的弦能量守恒（因为我们所推证的积分不依赖于时间，它有物理意 
义，表示弦的能量). 

现在由能量等式 (5.35) 可得到混合问题 （5.32) 〜 (5.34) 解的唯一性.设该问题 
有两个解 W 与 W 2 . 


记 V =屯_ U 2, 则有 


一 (pv x )x + gv = 0 ， v|t=o = 0, vt|t=o = 0, v|*-=o = 0. 

Xsl 

根据能量等式 (5.35) 

J (vf-\-pvl + qv 2 )dx = 0. 

t=T 

依照假设 p ( x ) ^ Po > 0, Po 为常数， g ( x ) 彡 0. 所以对任意= 0, v x = 0, 这表明 V 
等于常数，但是因为4=0 = 0,那么 v = 0, 所以〜= u 2 . 定理 证毕. 口 

在考虑混合问题 （5.32) 〜 (5.34) 当初始资料变化时其解在量值上的变化.设 
茲与 S 是分别相应于下述条件的两 个解： 

茲 |t=0 =^0» f S|t=0 = ^01 

茲山 =0 =^1 ， \ 5t|t=0 = ^1 ， 

k ^ lx=o = u|*=i = 0， [ i | i=o = u\ x= i = 0. 

对于解 u-u 成立能量等式 

J\u -对 + p(x)(u-u)l~\-q(u- u) 2 dx 

t=r 

=J (尹 1 一 Pi ) 2 + - ^o ) 2 + q((p 0 - ^>o) 2 dx. 

t=o 

这意味着与初始函数的微小变化对应着解的范数的微小变化，而范数的平方由能量 
等式 (5.35) 定义. 
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混合问题 （5.32) 〜 (5.34) 的解的存在性，我们用傅里叶方法朵证明,这个方法叙 
述如下. 

首先来求方程 (5.32) 形如 

u(t, x) = T{t)X(x) 

的特解.我们有 

r r X- T(pX x ) x + qTX = 0 • 

; = = ’入为 常数， 

T" + XT = 0 (5.36) 

及 

- {pX x ) x +qX = \X (5.37) 

.为了使得函数 T(t)X(x) 满足边界条件 (5.33), 必须使 

A •⑼= X {1) = 0 (5.38) 

定义4使得满足边界条件 （5.38) 的方程 (5.37) 存在非平凡解 X(x) 的数值入 
称为本征值,而与此 A 相应的解 X(x) 称为本征函数. 

其次,我们证明,存在可数的、正的本征值的序列 


或者 

由此 


入1，…，入 n - > 00 


及相应的本征函数的序列 x u … ， X n ，…， 同时 {^ n } 是在 L 2 (0, Z ) 中的完备正交 
系.假设 

1 

• j X^dx = 1 . 

于是有 

- {pX f k y + qX k = X k X kl 心⑼ = X k {l) = 0, T " = 一入 kT. 

因此， 

T k (t) = A k cos y/x^t + B k sin u k {t,x) = T k {t)X k (x). 

我们来求问题 （5.32) 〜 (5.34) 形如 

OO 

x ) = ^ T k (t)X k (x) • (5.39) 
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其中 C ( X k ) = x k x k . 进行分部积分，得 

I 

( C ( X k ), X k ) = I ( j >{ X f k ) 2 + qXl ) dx . 
o 

于是 

/ 

A/c = ( C { X k ), X k ) = J ( p ( X f k ) 2 + qX 2 k )dx > 0, 

o 

因为 A ^0, p ^ p 0 >0, g ^ 0 t X k (0) = X k { l ) = 0. 

2° 对于 A fc / A m ,( X fcl X m ) = 0. 

根据等式 (5.39), (£( 从)， X m ) = ( X fc ,£ X m ), 因此 X k ( X kl X m ) = 入 m ( X k ， X m ). 
因为 Afc # A m ， 那么 （ X fc , X m ) = 0; 即对应于不同本征值的本征函数正交. 

3°与每一个本征值对应着唯一的本征函数 Xfc (精确到符号)，使得 
( X kl X k ) = l . 

设有两个线性无关的本征函数 A ： 1 与 X 2 与某个本征值 A 对应. 

考虑对这两个函数在点 x = 0 的朗斯基 （ Wronski ) 行列式.它的形状为 


X 1 ⑼ X 2 ⑼ 

(久 2 )，(0) • . 

这个行列式等于零，因为 X 1 与 X 2 满足边界条件，因此 X 1 与 X 2 线性相关.所得 
矛盾证明了我们的论断. 

4°本征函数系 {&} 在 L 2 (0 J ) 是完 备的. 这意味着,任意函数^ € L 2 有 

oo 

^ = ^2 c k x k ( x) t 其中 C k = (^ X k \ 

fc=l 

这个级数平均收敛，即当 AT oo 时 

中 -j ： C k X k -^ 0 . 
k=l 

证明借助于希尔伯特关于共轭紧算子的著名定理，我们来证明后一论断.首 
先考虑常微分方程的边值问题 

£(u) 三 (p{x)u f y - q(x)u = / ⑷， W ⑼ = w(Z) = 0 ， (5.41) 

其中 /( a :) 是某个连续函数. 

设叫与 的是齐次方程 C { u ) = 0的两 个解. 现在应用常数变易法来求问题 
(5-41) 的解,即把问题 (5.41) 的解表示为如下 形式： 


w ( x ) = Ci ( x ) ui ( x ) + C 2 { x ) u 2 ( x ), 
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其中 Ci(x) y C2(x) 是未知函数，而 Ui(x),U2(x) 是方程 C(u) = 0满足条件 Ui\ x= Q = 
0 ,u 2 \x=i =0 的线性无关的解. 

这样的解存在，因为 A = 0不是本征值，因为如果 W = Cu 2 , 那么 W 乃是当 
A = 0时的本征函数. 

令 


那么 


Ci ( Z ) = 0, (7 2 ⑼= 0， 4- C 2 U 2 = 0, CJu ； + C^u f 2 = J -. 


- U 2 —Ux 

心十，心 V ，斯 


由此 


./mh c ^-n 


/( 咖2⑷ 
pW △⑷ 


我们求得问题 (5.41) 的显式形式的解 


X 

u ( x ) = j 


f(s)ui{s)u 2 (x) 
p(s ) △⑷ 




根据常微分方程理中熟知的刘维尔定理有 


△⑷=△⑼ 微+ 


于是得到 


厂 f(s)u A (s)u 2 (x) f 

(X) - J A(0)p(0) dS + 7 △(())_ & 


f f{s)u 2 (s)ui{ x) 

J _ A(0)p(0) 


用以下等式定义格林 函数: 


G(x, s)= 
G(x, s)= 


U2{s)ui{x) 

" a ( o ¥( o ) 

权 1 ( 咖 2(x) 


最后我们得到问题 (5.41) 解的公式: 


u(x) = / G(x, s)f(s)ds. 




弦振动方程的混合问题 


这个问题的解是唯一的.实际上，如果 S 与 S 是这个问题的两个解，那么对于 t ; = 
一 S 有 

C(v) = 0, v(0) = v(/) = 0. 

这意味着 t ; 是对应于 A =£ 0的本征函数，但是我们已经证明了本征值是正的，所以 
v = 0,u = u. 

容易验证，如果 / Or ) 连续且 


u ( x ) = j s)f(s)ds, 
o 

那么 £(u) = /且 <0) = ti(f) = 0. 如果注意到 G(x lS ) 的形状,这易于 得到. 

下面指出格林函数的性质： 

1. G(x，5) = G(s,x). 

2. G(x, s) 是 rc 与 s 的连续函数，当 rr 一 s 时 G(x ， s) 两次连续可微. 

3 - Gx(5 n △(()_)’ Gi(s+0j5) - A(oRoT , 

^ + 0, S )-^-0 tS ) = ^ = -i y . 

4. 作为 a: 的函数, G( Xi s) 当 x 5^ 时满足方程 C(G) = 0. 

5. G\ x= q = G\ x= i = 0. 

习题 4 证明 -£(G) = S(x - s). 

现在我们可以证明，斯图姆-刘维尔问题与求某个具有连续对称核的积分算子 
的本征函数等价. 

实际上，设当 A = 时,斯图姆-刘维尔问题的本征函数 存在： 

- £ ㈤ = A fc X fc ; X k ( 0 ) = X k (l) = 0 . • 

那么，以 / ⑷ 表示 -Adfc 后，得 


I 

X k (x) = - j G(x, s)X k X k (s)ds. 


o 


引人算子 


A(u) = I G(x, s)u(s)ds. 


A ( x k) = --r-X ki /ifc =- 


那么 
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这 表明& 是算子 X 对应于本征值 M = -七 的本征函数. 

反之，设 A ( Xt ) =或 

I 

J G(x J s)Xi(s)ds = fnXi. 
o 

那么对这个等式的左、右两端应用算子£,得到 

一£(糾不）=不或£(不）=一丄不. 

这表明，算子>1的任何本征函数都是斯图姆-刘维尔问题（5.37)、 （5.38) 的本征函 
数. ' □ 

我们的任务是证明混合问题 

Utt - ( p { x ) u x ) x + q { x)u = 0, 

^ U=o = u\ x= i = 0, u\ t =o = ( fo ( x )， u «| t=o = ^ Pi ( x ) 


的解的存在性.是在区域 Q T = {0^ t ^ T ,0^ x ^ l } 内求解.先前我们已得到形式 
级数 OC 

x) = (AfcAfc(x) cos v^Afct + ^^zX k {x) sin , (5.42) 

其中 A = (( poyXk),Bk = (< puXk ). 

我们来证明，在关于仰与 a 的确定的假设下，级数绝对与一致收敛，且对此级 
数可逐项对: r 与£微分两次. 

级数 ， 

§|：^)|(|叫十裳)及 §|^(^)|(|^^ + |^|^) 

fc = l 

分别是级数 (5.42) 及由它对 i 逐项微分两次所得级数的强级数. 

级数 


是〜的强级数,而级数 


| 咖卜裳) 
| 剛—+ 裳) 


是〜： T 的强级数.于是，我们只需证明上述这些级数的收敛性. 
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定理 91如果 p ( x ), p x ( x ), q { x ) 在闭区间 [0, ij 上连续以及如果 

1. ( PO , C (( fio ) € H y 

2. € 1*2(0, i )> 

其中空间丑由在闭区间 [0， Z ] 上连续.当 x = 0 及 x = Z 时其函数值等于零、其一阶 
广义导数属于 1 2 (0， Z ) 的函数组成，那么混合问題 （5.32) 〜 （5.34) 在区域 Q r = {0 ^ 
<< r ，0< x < Z } 内的 (^( Qt ) 类的解 u (《， x ) 存在. 

证明可以看出，对任意函数/€ 7/,积分 

I 

j ( p (/’) 2 + qf 2 )dx 
0 

存在 • 此外，对 i / 中任意的函数 A 与/ 2 ,按分部积分得到 • 

I 

(^(/l)>/2) = J (P/1/2 + 9/l/2)da ： = [/l,/ 2 ] = (A/2) ， /l). 

0 

在空间 L 2 (0 J ) 中贝塞尔不等式成立 :/ = EC k X k} ECl ^ (/,/)• 

引理 8 设/ e / f , 那么 ^ X k Cl < [/，几其中 C * = (/， A ) (这个不等式对于空 
间//来说是贝塞尔不等式的类比). 

证明考虑不等式 


N N I 

k=l fc=l J 

=[/，/]+ E CkXk、t - 2 |/，f CJ fc 


= [/，/l - 


在这里我们利用了下面的等式. 

容易看出， 

[^)= h 如果 

(0, 如果 A : 一 Z . 

因为 [ X ki X t ] = (£( X fc ),^) = X ^ X ^ Xi ), 那么 



N N N 

1 £c k [f 1 x k ] = J2 Ck(f ， C(x k )) = \cl 

k=l k=l 


于是引理 8 得证. 


□ 
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引理9成立如下不 等式: 


±^M^[g,g] 




彡 ( G X , G X ) 


(5.43) 


(5.44) 


(右端的积分是对 s 取的). 

证明根据方程= AfcXfc 有 


G ( x , s ) X k ( s)ds = -— X k ( x ). 


(5.45) 


上面的等式表明， - X k ( x )/ X k 是作为 s 的函数 G ( x t s ) 的傅里叶系数.因为 G ( x , s ) € 
H y 那么按照引理8有 


将等式 （5.45) 对 re 取微分，有 


卜 


( x } s ) X k ( s)ds = -— X r k { x ). 


这意味着， - X f k ( x )/ X k 是函数 G x ( x t s ) 的傅里叶系数，因为 G x ( Xl s ) e M 0，/)， 那么 
根据贝塞尔不等式有 (5.44). □ 

现在来证明级数 

~ D 

u ( t , x ) = X k { x ) A k cos y /\ kt + -^=sin y / x^t 


及其对 x ， t 微分两次所得级数一致收敛,其中 A = {^ X k \ B k 
为了证明这些级数的一致收敛性，考虑“强级数” 


= Opi ， Xk). 


oo 

I )乙叫 ㈣ [| A | A fc + 刚 v ^] ， 

a) £ i^)i [1^1+^ - 

为了证明上述这些强级数的收敛性，将要应用如下一些关系式.我们来证明，在 
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我们对^0,^1所作的假设下，成立以下的不 等式： 

x ° £ x k^k < oo; 

k=l 

2 ° £ X l A l < °°； 

fc=l 

3° f ； A ^< oo ; 

k=l 

oo 

4 °E 

依照的定义有 

A k = (^0,-^ fc ) = ^(^0,£(^)) = 

即 = ( C ^ olXk ) 是函数 C ( ipo ) e H 的傅里叶系数.根据引理 8 

f>(_ < [£( 孙 ),£( 灼 )1 < oo. 
k=l 

于是不等式1°得证. 

由贝塞尔不等式推出 

OO 

C(ipo)) < oo. 

fc=i 

对于 £(^ i ) 类似地有 

Bk = (<Pi,X k ) = l.( ipu C(X k )) = i-(£(^),X fc ). 

所以依照贝塞尔不等式得 

OO 

通) W ㈣ 秦 )) < oo . 

k=l 

因为外 € if , 那么依照引理 8 


Y1 XkB l ^ [^l^i] < oo. 
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在引理9中已证明 

k=i 〜 

其中“，^^为常数. 

我们利用1°〜 (5° 来证明级数 I )与 II )的收敛性.应用柯西-布尼亚科夫斯基 
不等式，如果 m 与 n 充分大,便有 

+ \^k\V^k] = I [|^4fc|Afc + \Bk\y/\k]\/Xk 

: 麵{卜爵 一. 

这表明级数 I ) 一致收敛. 

我们来证明级数 II )的收敛性.如果 m 与 n 充分大则有 


Xk 


l -4/ c | A/b 4- 


\ B k \ X k - 
y/^k . 




E 




\KW 





这表明级数 II ) 一致收敛. 

将 u ( t , x ) 的级数对0：微分两次得到的级数 


00 r r 

yj X k(x) AkCOS y/\kt + -J^sin y/X^t 

的绝对、一致收敛性可以由级数 I ) 与 II ) 的一致收敛性推出，因为由斯图姆-刘维 
尔方程推出 

x k = - p’x’ k - XkXk)y 

所以对于^的级数以形如 I )与 II )的级数为其强级数. 口 

现在说明，对混合边值问题在 ^( Qr ) 类中的解的存在性，我们加在仰与 A 
上的某些限制是必要的. 

把方程 (5.32) 改写为如下 形式： 


u tt + C ( u ) = 0. 


(5.46) 
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u\ t =o = U t \t=0 = w|x=o = 0, u\ x= i = 0. 

因为函数 U ( t ，2：) 在心 内连续，那么 

y?o(0) = tx|x=o = 0, <^o(0 = u\x=i = 0. 

t»o t=0 

此外，由于导数 nt 的连续性，有 

^i(O) = tit I **o = 0, y?i(Z) = Ut\x^ = 0. 

如果 u G (^{ Qt ), 因为在点 （0,0) 与 (0, Oue , = 0, 那么由方程 (5.46) 推出 

^(^o)U=o = o, C((po)\x=i = o. 

5.3 双曲型偏微分方程组的柯西问题 


在本章我们研究基本的数学物理问题之一 一 偏微分方程组的柯西问题. 


5.4 柯西定理 

一阶常微分方程的柯西问题 

^ = f ( t y u ), t > t 0 , u ( to ) = u 0} (5.47) 

解的存在性与唯一性的第一个证明是柯西得到的，其条件是函数/在点（‘如）的 
邻域中全纯.在这种情形下他证明了在点的邻域全纯的解 u (0 存在并且仅有一 
个.证明的思想是简 单的. 令 u = t ; + uo , 把 (5.47) 化为齐次初条件的柯西问题.于是 

^ v | t=o = o, (5.48) 

其中 f ( v , t ) eA loc 是对变量 M 的局部实解析函数. 

柯西定理的证明求在局部解析函数类為^中的解 <0,它可在 t = to 的邻域 
中展为幂 级数： 

oo 

to ) J ， a o e c » 1 € R - 
i=o 

我们忆起解析向量函数 e AZ , 的某些一般性质，其中 t e R\uje 
R m ,x € R n , 

/(t, X, u) = ^2 fk ， 0 ， a(t — to) k (x — Xo)^(u — Uo ) a ， （ 5.49) 

(ai,--* ,a m ), ,0n)Jk t ^ a € C m . 
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定义 5( 强函数）在点（ ‘ 吻 ，如） 解析的实值函数 


g(t,x y u) = ^2 9 k ， 0 At - t 0 ) k (x- x o ) 0 (u - u 0 ) Q . 

k,\a\ t \0\^O 


如果对所有的 k、ocj ^ 0 ,/?z ^ 0,j = !,-•• , m,Z = 1, …， n , 成立不等式 


fk,0 } a\ ^ 9k,P,t 


就称 p 在点⑻，工 o，^o) 为向量函数 f(t ， x ， u) 的强函数，记为 g y /. 


显然,对任意的、在点 (t 0 } x 0 l uo) 的邻域内解析的函数 f(t ， x ， u) 都在这一点存 
在强函数，例如可以取 


9= 51 ~) fc ( 工一 X 0 ) P {u-Uoy 

km ， \a\^0 


为其强函数.也可以用如下方式构造强函数.设级数 (5.49) 在立方体化⑹⑽〜二 
{\t-to\ ^pAx-x 0 \ < p , |u - uol < p } 内绝对 收敛. 那么存在这样的正数 M / 使得 


\fk,p,a\ < Vfc , \0\ ^ 0, \a\ ^ 0. 


这就是说，函数 


E 

k,\f3\,\a\^0 


M/(t- t 0 ) k (x - x o ) 0 (u - uo) Q 




Xi - X? 


p 


d} 


是这个函数的强函数，同样地 , VAT > 1 

til 一 tx?) + • • • + (Um 一 U^i) + (xi 
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我们以下述引理的一系列断 
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引理 10下述断言 成立： 

gyf ^ d ^ d^g x d 货砣 f , (5.50) 

0, 1 啦0, 1 糾彡 0. 

9 i >- fi ,92 ^ f2 => 1\9\ + 1292 >- 7 i/i + 72 / 2 ， (5.51) 

▽71,72 € R,7i,72 > 0. 

t X U t X u 

9^ f => J j Jg { r , y)drdy y J J J /( r >2/) drd 2 /- (5.52) 

to Zo tA0 to Xo Uo 

9 fi 9 i fi => 991 >• ffi - (5.53) 

g ( t , x , u ) >- /( t , x , u ), C /( t , x ) >- u ( t f x ) 

=> g ( t , x , U ( t , x )) ^ f ( t , x , u { t , re )). (5.54) 

% 

下面转向对方程 （5.47) 的柯西定理的 证明. 在局部解析函数类中考虑右端项 
f ( t ， v)，f e Al c) 即在点 (« o ,0) 的某个邻域 Go = Qo x (to - S,to + ( S ) 中(其中 
Q 0 eR l Mv = 0 的邻域） / 可表为绝对收敛幂级数的 函数： 

/ M )= f ； fk t aV a ( t - t 0 ) k . 

k , a ^0 

以级数形式 

oo 

i=o 

求解 v . 将 （5.56) 代入 (5.55), 求系数 a ,- 

a 0 = 0 ，ai = f ( t 0 yUo ), a 2 = ^( d t f ( t , v )-\- d v f ( t 1 v )) 

所有上述系数都可用对方程 (5.48) 式两边取微分并把 t = 及上一步已求出的 
系数代人其中而得出.于是，系数七可由方程及初始资料唯一地确定.为了证明解 
的存在，只需证明级数 （5.56) 在点 t 0 的某个邻域内收敛.在这里我们应用强函数方 
法.由引理10的性质 推出： 下述的问题是强柯西 问题： 

t > t 0 , m ( t 0 ) = 0, (5.57) 

它可用分离变量法 求解： 

,=士(,) 2 - pM/ln (1 一 t —^j y (5.58) 


dm 

dT 


M f 


(i - n 


(5.55) 


(5.56) 
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即 


m ⑷= p (卜/ 14 * 2 〜 1 -宁 ))_ 


由 （5.50) 〜 (5.54) 推岀，对充分小的 p > 0,级数 （5.56) 以 （5.58) 右端所展成的级数 
为强级数，即如果 TUj ^ Q,j ^ l,mo = 0, 


余下的是要证明 
首先注意到级数 


Kl ^ rrij, Vj ^ 0. 
rrij > 0, j ^ 1. 


-4 -宁 )$ K 宁) y 


有正系数.例如 


^ 1 2 M f n 1 M f ^ 

mi = Mf > 0, m2 = —mf -f- 7-- >0, m3 = -mim2 + > 0. 

2 P 2 P P 3P 2 


(5.59) 


那么，由 （5.58) 依次地证明 （5.59) 式的正确性.由此推出 t ; ⑷展成的级数的收敛性， 
以及柯西问题 (5.47) 解的存在性. 


5.5 柯瓦列夫斯卡娅定理及其推广 

C . B . 柯瓦列夫斯卡娅把柯西定理推广到偏微分方程.这个定理适用于现在称 
之为柯瓦列夫斯卡娅型方程的一类方程. • 

d^Ui = i = 1,." , m . (5.60) 

在这里汍与心是对 t 及空间变量 x = ( xi , … , x n _ i ) 求导数 ， zz = ( ui , •• - y u m ) y 
对每一个 i = 1,…， m , 函数/《依赖于函数巧 , j = 1,…， m , 的导数 dt ° d ^ Uj 仅到 
%•阶,而与 d ^ uj 无关 ，力 是其所有自变量的实解析函数. (5.60) 的柯西问题是构造 
这个方程组的解，使其当《 = 0时取给定的初始值 

d ^ Ui (0, x ) = ( pi ， k [ x 、， A ; = 0，1 ,…， rii 一 l，i = 1，…， m . (5.61) 

假设，初始资料在点 a : == 0的某个邻域仏是变量 a : 的实解析函数.显然， 
像上面一样，初始条件使得可以在 x = 0 ,t = 0 的邻域中计算 函数力 的所有自变量 
的值.固定这些导数的值,补充假设函数力在这些固定值的邻域中是实解析函数. 

定理 92 (柯瓦列夫斯卡娅） 在所作的假设下，柯西问题 (5.60). (5.61) 在点 t = 
0, a : = 0的邻域中有且仅有一个实解析解 u ( t , x ). • 
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这个定理的内容是足够简单的.如果解析函数 u ( t , x ) 满足方程 (5.60) 及条件 
(5.61)，那么它的任意阶导数在点 t = 0 ,x = 0 处是唯一确定的.同时，如果函数叫 
对变量 f 的微分的阶数不超过〜 - 1,那么这个导数可由条件 (5.61) 求出.其余的导 
数可借助于微分方程 (5.60) 确定. 

这样一来,我们可以在点 (0,0) 处求出所求解的泰勒级数的所有系数，由此可得 
岀解析解的唯一性.为了证明解的存在性，就要证明对函数叫所构造的幂级数的收 
敛性，这个幂级数的系数依照上面所指出的模式确定.这个技巧上复杂的证明是基 
于强函数方法.下面我们来给出简化了的程式的证明. • 

5.5.1 柯瓦列夫斯卡娅定理的证明 


如果取解的导数 v jtQOyQ = 光。 ㊆ 巧， a 0 + | a | < ~，作为新的未知函数，那么可以 
把问题 （5.60) 、 (5.61) 归结为一阶拟线性微分方程组 • 

K n 

d t V i = 工，”1,… yV K ) d Xj V 8 + fi ( t , X , Vi } , V / c ), i = 1, …， 尺； 

«=1 j=l 

Vi(0 y x) = ipi(x) y i = 1 ,... ， 

为了简单，我们研究线性方程组，对于这种情况 

K 

a Hs{^x y vi 9t v K ) = aijs(x,t) y fi(t,x,v u} v k ) = Y1 + fi{x y t). 


首先作函数代换 Vi ( t , x ) = -\- Wi { t , x ). 由此得 

K n K 

9 t w i = ai ^ X ) d ^ i W s + +讲(亡，工)， 

- =1 J=1 9=1 

Wi (0, x ) = 0 ， i = 1, ••- , K . 

K n K 

讲 =/i + [ [ ay (L x ) d Xj + b i 八 O ，，* = !,••• yK . 


(5.62) 

(5.63) 


根据 （5.50) 〜 （5.54) 式，对充分大的 Af > OViV ^ 1,充分小的 p > 0,对（5.62)， (5.63) 
式的强柯西问题由下述方程组 


d t Wi = 


Af (1- 


(A - x ?) -f • • ■ + ( x n - x Q n ) + N{t - t 0 ) 


-i k 


E & 


i = lr-,K 


(5.64) 


及形如 


Wi (0, x ) = 0, i = 1, ••- ,K 


(5.65) 
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的初始资料给定. 

我们的任务是证明在点 ( t Ql X 0 ) 强函数的解析解的存在性,此解的幂级数的系数 
是非负的. 

将要求出问题的形如 


Wj = Vj{n)y j … ， K ， T] = ((Xi - X?) + (x n - X^) + N{t - to)) Ip 
的解.那么便得到 



除以 

N _ _ Mn 一 N(a — rj ) 甘由 _ N — Mn 
P P (1 - ”) 一 P (1 - 一 N ’ 

得到 

^ Vj= ^ ^ Vi + cp ( S Vi+1 ))' J=1 ' -' K (566) 

在这里 a = (AT - Mn )/ N ,6 = Mn / N , c = M / TV , 由条件 a > 0 与 

j ( a - V ) = JV (1 - i x l -. x °). + .：-： + + - Mn ^\ N , 

1^ - ^o| < 士 P ， \xj - x^\ ^ ^pj = 1，…， n 

可选出充分大的 TV 》 1 及充分小的 p < 1.令 W = f ： 将 (5.66) 式中诸方程相 

加，这个方程组就化为常微分方程 1=1 

去 w= Wi)h (w+1) ， (567) 

解之，得 

> 一 1 
(a - (if - 1)6 - r ]) cK ^ 

在这里我们应用了：如果 

1 1 

沴-化1 彡祝 A \ x 3 ^ ^Py i = I ,*'* , n , 

对充分大的 N 有. 

a -(/ f - I )6>0, a -{ K - l ) b -7]>\. 

I* 
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因为0 < a - ( 尺一 1)6 < 1,那么函数 （a - (欠一 1)6 — V r x 在零点的幂级数有非负的 
系数.由此,根据 （5.67) 式，函数 W 在零点的幂级数也有非负的系数.将 （5.67) 式 
代人 (5.66) 式得 

^ + ^ (^ + cp W + l ),^(0) =0 J = 1,-, K . (5.68) 

因此,这个方程右端在零点的幂级数的系数非负.令 

= v 3 kr ^ k y G i = g j kT)k - 

k^O 

将 （5.68) 式乘以 ( a -7^) 并在 (5.68) 式中代人函数％在零点的幂级数与 Q 右端在 
零点的幂级数，得到系数的方程组 

akv j,k = ( fc 一 1 -• b )^j,k-i + 办 fc-i ，】 •彡 2, 巧 ， 0 = 0, = g jt o/a. 

因为0 < 6 < 1,那么所有系数巧 > 0. 由此得出，函数 

% 

4- + (x n - x^) 4- N(t - to))/p) y j = 1，…， K 

是函数 w ^ x^j = 1, …， K 的强函数.这就完成了对方程组 (5.62) 的柯瓦列夫斯 
卡娅定理的证明. 

5.5.2 某些推广 

考虑方程组不能化为规范形式的情形，即不能对最高阶导数解出的 情形： 


Fi(x f u, d x u ， … ， d^u ， •••) = ()， t = 1, • • • ,m, (5.69) 

其中 u = ( m ,-.. , u m ),^u = 假设函数 R 是解析的，依赖于 函数％ 的小于 

等于％ 阶的 导数. 考虑在光滑 g 解析超曲面 r 上的初始条件 

d^Ui(x) = (Pi,k(x)y x G r,k = 0,1, ••- , 一 1;i = 1， • • • ， m. (5.70) 

在这里久是 r 的法向导数. 

首先把这个问题化为问题 (5.60). (5.61) 式的形状.可以在补充条件下来作这件 
事.在某个点 P 0 er 引人局部坐标系 ( t , y lr - ,2/n-i), 使得这些坐标可以解析地通 
过 X 表示,并使得《 变为 r 的法线方向，使得尸由等式《 = 0定义，而使当 t = 0 
时，坐标 y u ". ,2/nd 是尸上的局部坐标.条件 (5.70) 使得可以计算当 f = 0 时函 
数^的直到 巧 - 1 阶的所有导数，使得在新的坐标系下初始条件成为 （ 5.61) 式的 
形式.此外，在 t = 0时微分初始条件，可求出所有导数 d 网 u jt 其中对 t 的阶数 
< n) - 1 ( 对 y 有任意 阶). 于是，除去沿法线方向 1 /对巧 的最高阶 巧 阶的导数之 
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夕卜，在 t = 0时由初始条件可求出函数 f ； 的所有变量的值，这些方程在 t = 0时可 
以记为如下形状关于法向导数的 方程： 

= 0， 2 = 1,... , m . (5.71) 

如果要求雅可比行列式当 t = 0时 

方程组 （5.69) 可以化成 (5.60) 的形状. 

如果曲面尸由方程 5(0：) = 0给定，其中 |V X 5| ^ 0,那么这个条件可以写成 

dct (^ n (糾。) — 。’《 =。’ （5.72) 

当尺线性地依赖于导数时,特征条件 （5.72) 有特别简单的意义.例如 

[ a Q ( x)^tz + /( x ) = 0, (5.73) 

M 彡 m 

那么条件 (5.72) 具有如下 形状： 

E 如⑷ (式 5) a 一 0， S(x) = 0. 

|a|=m 

在 (5.72) 式等于零的那些点，就说 r 在这些点的法线具有特征方向.如果在尸 
的任意一点， (5.72) 中的行列式都等于零，则曲面 r 称为特征曲面.在这种情形下方 
程组 (5.69) 当 t = 0时产生对初始资料的非平凡关系 

尺 (Pl ， 0 ， ". ， #m ， 0 ， ". ， d x ipi,j ， ." ） =0. 

例如，对 (5.73) 式当 S(t,y) = t,x = (t,y) 得到关系式 

[ y ) d ^( p k ( y ) f ( y , 0) = 0. 

fc^n—j^j=m 

5.5.3 不存在解析解的例子 

在特征问题的情形将是怎样呢？证明柯西问题解析解的唯一性时所应用的那些 
论断可应用于方程组 (5.60) 及当右端可能含有例如阶数 * + a <巧，的导数 

d t d > 3 的情形（对柯瓦列夫斯卡娅型方程组，要求 * + a <〜•，*< n ,). 然而，一般 
说来在这种情形，并非对所有初始资料都存在解析解. 




可对称化组.戈杜诺夫条件 


考虑热传导方程的柯西问题 

d t u = dlu , xeR l , t > 0; ti (0, x ) = Y ^ 2 ' (5-74) 

在这种情形下 S ( x ， t ) = t =^ S 7 S = (0,1) 并且 

E cia ( d x sr ( d t s )^ = 0. 

W=2 

于是，问题 (5.74) 是特征问题.我们来证明,在这种情形下，在坐标原点（0,0)的邻域 
中不存在解析解. 

将证明矛盾.假设在坐标原点存在解析 的解： - 

u ( t y x )= ^2 U aita2 t Ql X a2 . 
l«I^O 

那么系数 tz Ql , Q 2 具有如下 形状： 

(2s + 2/k)!, ,, a 

u 2a,fc = (2s)!/b! ( 一 ” + ， — 5 > 0，fc 彡 0. 

但此时这个级数在坐标原点无论怎样的邻域中都不收敛，因为例如它在任何一点 
(0, x),x 一 0,是发散的. 

5.6 可对称化组.戈杜诺夫条件 

大多数基础的数学物理方程组都可以写成所谓守恒律形式的方程组的 形状： 

n 

d t u j + d Xk f j ， k =0, j = l ,---, m , x € K n . (5.75) 

k=l 

在这里 f 从 是量 u = ( u 1 ， … , u m ) 的函数•由 (5.75) 得出,对于在无穷远处稳定（如 
果 | z | 4 oo,u 4 0) 的光滑解，平均值 

J V ⑷ ： T)dx = 常数， 

即在发展中 W 保持自己的空间平均值（它是守恒量). 

在本节我们引人守恒律方程组 (5.75) 可对称化的必要且充分的 条件. 将证明，这 
个问题与所谓的方程组 (5.75) 的凸扩张（按照戈杜诺夫[25] ? [28]),即附加守恒律 

n 

d Mu ) + = 0 (5.76) 
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相关联，它是方程组 （5.75) 的结果（这个方程对 (5.75) 的所有光滑解都成立).光滑 
函数中⑷，⑼'⑷，…分别称为熵和 熵流. 如果二阶导数矩阵 

( d Uk d Uj ^)) > 0, (5.77) 

即正定，熵就称为严格凸的. 

引理11方程组 (5.75) 如果存在其严格凸扩张，则它就是可对称化的. 

充分性设存在具有任意光滑函数少 ( u ), ⑼ 1 ⑷，…， ^ n ( u )) 的附加守恒律•依 
照问 ，令％ = d u ，，斤 k = d Ul f 气兔 t = d Ul 9. 显然， (5.76) 式是 (5.75) 式的结果当 
且仅当 

= 1,… , m,A = 1 ，…， n (5.78) 

将 (5.78) 式对 V 微分，得 

〜/产=< -(5.79) 

由 (5.79) 式右端的对称性可推出其左端的对称性.由此,将方程组 （5.75) 乘以 ^ 
并关于 j 求和，便得到方程组 

^ j , hd t u j + ^ j t hfi tk d Xk u l = 0, ft = 1, • • • ， m , (5.80) 

由于 （5.79) 式，这个方程组具有对称矩阵护少 = = (屯 j ， h f /， k ). 这样一 
来，扩张 (5.76) 存在是守恒律方程组 （5.75) 对称的充分条 | 牛.留下的是关于方程 
组 （5.75) 是否可约化为具有对导数战的单位矩阵的规范形式这一未解决问题（参 
看 [ 2 5 j 黎曼不变量).在方程组 （5.75) 具有线性流（矩阵（/产）是常系数矩阵，熵 
啊 u ) = 是二次函数）的最简单情形，只需要求熵的严格凸性.此时存在变 

跫变换 tz = Ot ;， 它可把方程组 (5.80) 化为规范形式 

d t Vj + \~ l G { k d Xh vi = 0, [ G { k ) = O - 1 户 O , 

A ,->0 是矩阵护少的本征值. 

必要性我们看出，如果方程组 (5.75) 对称： 

//’、/】•' (5.81) 

函数 m 

^ = 妒二 u ” 讣- g k ; V Xj g k = f^ k (5.82) 

在方程组 (5.82) 可解的条件下确定严格凸扩张.对称性条件 (5.81) 保证了方程组 



光滑解的存在性. 
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例举一个对称组的例子.考虑齐次的一阶方程组 

d t u -f d x v = 0, 
dtv — d x u — d x a = 0, 
d t (T — 3 d x v = 0. 

不难验证,这个方程组对于熵偶 

$ = u 2 + v 2 + (a + 2 u ) 2 ， ； = -2 [va uv ] 

有严格凸扩张 

dt [ u 2 + v 2 + (<7 + 2 u ) 2 ] - 2 d x [va + uv ] = 0. 

在这里，二阶导数矩阵 

( 10 0 4\ 

0 2 0; det ( d 2 ^) ^ 0. 

4 0 2 / 

把这个矩阵应用于方程组 （5.83), 得到对称方程组 

'0-20、 ,10 0 4、 

-2 0 -2 d t U + 0 2 0 d x U = 0, t / = ( u , v , a ) T ; 

K 0 -2 0 ) [ 4 0 2 J 

它可以化为柯瓦列夫斯卡娅型的对称的规范 形式： 

d t [/ •+ Ad x U = 0. 


(5.83) 


5.7 对称组柯西问题的解 

在这一节我们继续研究一阶方程组的柯西问题，但是为了简单仅限于线性的情 
形.设在带形区域 Q T = { 0 < t ^ T , xeR n } 内给定 AT 个方程的方程组 

n 

£(u) = u t ^-^2 A j {t, x)u Xj +Bu = /(t,x), (5.84) 

i=i 

其中 u(t,x) = y u N (t,x))J(t,x) = ， … ， f N (t ， x )). 矩阵 A (j.= 

1，…， n) 假设是对 称的： W = (A^)\ 现给出一系列 定义： 

定义 6 如果方程 det ( f ： A^j + AE ) = 0 对所有实的 0 关于 A 刚好有 iV 

7=1 

个实根 Ai ,...， A N (其 中可能有重 根)， 方程组 （5.84) 就称为对 t 轴方向是双曲型的. 
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定义7如果上述那些根对任意(6，...，匕）都是实的、彼此不同的，方程 
组 (5.84) 就称为严格双曲型的. 

如果 A 是对称矩阵 ， A = (^)*,那么方程组自然就是双曲型的. 

定义8对矩阵 B , 如果有 { Bu y u )>0 对任意成立，矩阵 S 就称为正定 
的. 

定义 9 对向量$ = (&，• ••/„)，如果有 

n 

i=i * 

向量《就称为本征向量. 

定义10如果对曲面 ScR n +1 的任意外法线向量1/ =(外，...矩阵 

n 

VqE-\- ^2 V 3^ 
j - 1 

是正定的，就称曲面 S 是类空的 ( space-like surface ). 

显然曲面£=常数是类空曲面.这表明这样的曲面是存在的. 

在今后，如果 (5.75) 的柯西问题对任意的光滑初始资料，至少在超平面 t =常 
数或者在成立先验估计的（例如，在 L 2 意义下)非特征超曲面的充分小邻域内存在 
唯一的光滑解，我们就称 (5.75) 的柯西问题是适定的.本节的目的就是研究方程组 
(5.84) 柯西问题的适定性条件. 

5.7.1 唯一性定理 

在平面 f = 0上考虑区域 G , 并令12是 R n+1 中的区域, n 由区域 GcK n 及对 
自己的外法线为类空的曲面 S 所界定.设对于方程组 (5.84) 的解给定了在区域 G 
中的初始条件 

u| t =o =沴( X )， (5.85) 

即提出了柯西问题. 

定理93在区域的任意点处，方程组 （5.84) 的 C 1 解由在 G 内给定的初始 
资料 (5.85) 唯一确定. 

证明考虑区域 n 由超平面 £ = t 所截得的截面 

G r = n n {f = r }. 

引人记号 

Qr = {o^t^r y xe K n },fi r = S2ng r ,5 r = 5ng r . 
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把向量等式 (5.84) 与向量 2 u 相乘作内积.得到 

n 

(2 u , u t )^2 (成 )_ ， u ) + 2{ Bu y u ) = (2 uJ ). (5.86) 

i=i 

对个别项作变换： . 

(2 u y u t ) = ( u , u) u ( A j u , u) Xj = { A j u y u Xj )^ ( A J u Xj , u ) - f - ( A J Xj u y u) y 
由此,根据矩阵 A 的对称性 

2( A j u Xj , u ) = ( A j u , u) Xj - ( A J Xj u , u ). 

把所得表达式代入等式 (5.86). 得到 

n 

( w ， u)t + ^2{ A j u , u) Xj + { Bu , u ) = 2( u , /), (5.87) 


其中 5 = 2 B - f ： At . 我们假定，矩阵 5 满足条件 

i=i 

(Bu, u) ^ (u,n). 

下面我们说明，在解的存在的有限时间间隔 （0， T ) 上,这个补充条件不限制一般性. 

为了变换在曲面上的体积分，对积分 (5.87) 式并应用高斯-奥斯特罗格拉 
茨基定理（甘处处表示界定的曲面外法线单位向量).得到 

J | (u, u) t + y^(i4^u, u) Xf + (Bu, u) I dxdt = 2 j (u, f)dxdt 

或者 


(u, u ) cos(7?,t) + u)cos(*n,Xj) > dcr 


us r 


J ( Bu , u)dxdt — 2 J ( u , f ) dxdt . 


在 G t 上有 cos (7?, t ) = l,cos(ri,Xj) = 0, 同时在 G 上有 cos (* n , t ) = - l , cos(ri , Xj )= 
0. 由此 


(Uj u)dx — / ( u , u)dx + 



Sr 


Ecosiji ^ t ) + cos ( li , Xj ) 


da 


+ / ( Bu , u)dxdt = 2 j ( u ， f ) dxdt . 


2 / …， 
n T 
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因为 S 是类空曲面，法线向量 


芄 = (cos(ri ,^), cos(ri , xi), ••- ,cosCn,x n )), 


那么 



EcosCn, t) + ^2 ^ cos(*n, Xj) u,u ) da ^ 0. 


考虑到 (Bu, u) ^ (u, u ), 便得不等式 


J(u,u)dx + J (n, u)dxdt < J (u, u)dx + 2 J(u, f)dxdt. (5.88) 


对任意向量成立 2(V y W) ^ (Vy V) + (w, w)y 由此 


2 J (u, f)dxdt ^ J [u 、 u)dxdt + j (f, f)dxdt. 


考虑到初始条件 , 不等式 （ 5.88) 可记为如下 形式： 


J 、 u ， u 、 dx 《 j + J (/, f)dxdt. 

Gr G n T 


(5.89) 


这个不等式称为柯西问题 C 1 解的能 fi 不等式或者先验估计. 

现在设 uUa :) 与 u lf ( t , x ) 是方程组 (5.84) 的两个解,它们满足初始条件 (5.85). 
那么 v - u n 是与 (5.84) 对应的齐次方程组的解，即当 f ( t , x ) = 0,并具有初始 
条件吣 =0 = 0的方程组的解.由对于 t ; 的能量不等式推出 t ； ho :) 三0,即 Y e u 〃.. 

由先验估计 (5.89) 式同样可以得出 (5.84) 式的解对于初始资料与右端项/的 
连续依赖性定理.事实上,如果/在空间 L 2 ( Q ) 范数下是小盘彳在 L 2 (G) 范数下是 
小量，那么 u 在 L 2 ( fi ) 范数下是小量. 

现在来说明，条件 ( Bu , u )^ ( u ， u ) 不限制我们研究的一般性. 

设上述条件不成立，作所求函数的代换 t ; = ue ^\ 其中 / i 是某个常数，下面再 
选择它.新的向量 t ; 满足方程组 

n 

Vt + ^ A j v Xj + Sv 十 [lEv = fe - 气 
j=i 

选择常数 M > 0 充分大，使得对新的方程组,矩阵 

n 

B = 2 B ^2 nE -^ Ai . 


满足条件 {Bu, u) ^ (u,u). 




5.7 对称组柯西问题的解 


• 197 • 


因为 v\ t =o = u\ t ^Q = ^(x), 那么对于V能量不等式取如下形式： 
J (we _/I< , ^ J(rp, xf))dx 4- Jje^^dxdt 


G 


ilr 


或者 

( u 7 u)dx ^ e- MT 

因为对于固定的: T,/x 仅与方程组 (5.84) 的系数有关，而与右端项无关，由这个不等 
式立即推出关于柯西问题解的唯一性及对于初始资料及右端项的连续依赖性定理 .口 

5.7.2 嵌入定理 



JJ 


+ J (/, f)dxdt 


现在减弱 (5.84) 的解的光滑性的条件.为此先叙述一些今后必需的概念与命题. 
令 C°°(Rn) 是酆中无穷次可微函数的空间.定义施瓦兹 (Schwartz) 函数类 S :函 
数 u(o:) 如果满足 条件： 

1. u{x)e C°°(R n ); 

、2. 对任意重指标 a, 0 存在常数 M Qi0 使得 

\x p V Q u\ (M a ， 0 ， 

就说 Tx(:r) 厲于 S . 在 S 类中按照如下公式定义由 S 变到 S 内的傅里叶变 换①： 

ti(0 ='J e ~^ x , ^ u ( x ) dx . 

R n 

在 s 中可以用如下方式引入 范数： 

IMI; = J \^ Q u \ 2 dx f s =： 0,1， 2, … 

(对于函数 u(：r) e & 这样的积分绝对收敛). 

定义 11 S 按范数|卜||,取闭包所得空间称为 h 8 空间. 

当 s = 0 得到仇 = L 2 ( R n ). 可以提出如下一些命题作为习题. 

命题11 设序列 { Wm (a:)}, Wm (x) € 5, 在范数 | 卜 |U 下是基 本列. 那么由||‘|| 8 
的有界性可推出有直到 s 阶平方可和包括广义导数在内的极限函数 存在. 

命题 12空间私含有所有那些存在直到 s 阶平方可和广义导数的函数. 

@请注意，从本节开始， 傅 里叶变换的定义与第1 章 1.3 节所定义的不同（见 （1.29) 式).——译 
者注 ' 
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现在在厌中引入等价范数.那么由帕塞瓦尔等式有 


如果令 v = %得 


(2 丌广 / uvdx = J 峨廠他 

R n R n 

㈣ n f M 2 dx = f |u(OI 2 ^, 


其中是 tz 的复共轭函数.对于函数 u (: r ) 的傅里叶变换成立公式& = ( i 0 a u (0 
所以 IMU 可记为如下 形式： 

Mi = (^ r n f E = ㈣- n [ d 峨 ) i 2 炎， 

J i—I〆- J ii/ 






即 IMk 与由公式 


M2 = (2 ， r"/(i+Ki 2 r_i 2 de 


给出的范数等价. 


定理9 4 (索伯列夫）设 tx e H l + k ( l , k 彡0 为整数)，那时如果 2 Z > n , 那么函 
数 u ( x ) 在整个空间中有包括直到阶在内的连续导数.换句话说，当 n < 2 Z 
时，风 C C k ( R n ). 

此外，如果序列 { u m }, ti m € H My 在空间 H l + k 的范数下收敛，那么它在空间 
C k { R n ) 的范数下 收敛. 

在这里 


|| u|| cfc = jrnp ^ ^2 \ vn，u \ 




证明 M u { x ) e 5 W 


v a u = (27 T)- n J e ^ V^udi = (2 n)~ n J ⑹炎 ■ 


由此 


E \ v ° u \ = E (加广 /( w 綱 < (^ r n [ 1 們咐 m 

l a l^^ l a i^^ Rn on lal^fc 


|(i + ICI 2 ) fc/2 附 M = G |(i + ICI 2 ) (fc+0/2 (i + ICI 2 )， 陳 M . 
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在这里常数 G 仅与 A: 有关.应用柯西-布尼亚科夫斯基不等式，得 

Ei : 

\ oc\^k 

因为 2Z > n, 那么 

jiX + |?| 2 )-^ < CX). 

Rn 

考虑到在 H l+k 中引人的范数的等价性，有 

/ Y, Wx)l < C7||u|| f+fc . 

M 彡 fc 

这个估计对 x€K n 是一致的，所以对于所有 u€5 

ll u !lcfc < CIMIz+fc- (5.90) 

现在令 tx m € S,m = 1，2, • • • ，及在空间 H m 的范数下 u m -u€ Hi +k . 如果我 
们证明序列 {u m } 在 C k (R n ) 范数下是基本列,那么由于空间 C k (R) 的完备性,定理 
将得到完全的证明.由不等式 (5.90) 推出 

I 卜 mi ^ma \\c k ^ C^U rni U m2 ||i+A；. 

序列 {t/ m } 在 Z/z+fc 中是基本列，即当 mi,m 2 - ♦ oo 时 ||u mi - u m2 \\i +k 0. 所以当 
mi,m 2 — oo 时 ||tx m； - u ma || cfc - 0. 这意味着 {u m } 在 C fc (R n ) 中是基 本列. 定理 
证毕. □ 

5.7.3 先验估计 



作为前一节结果的应用,我们得到 （5.84) 的妒解的先验估计， A: 彡 1. 考虑 RW 
中的方程组（5.8 4 )•设/(^)在 R n+1 是具有紧支集的，而利工）是在 R n 中具有紧 
支集. 其次，设 /(^a:) 在 Q t 内有直到 A: 阶在内的平方可和导数,矩阵 B 的元素在 
Qt 内有直到 fc 阶在内的有界导数，而矩阵 A 的元素在 Q r 内有直到 fc + 1阶在内 
的有界导数.这时成立如下估计： 


f iV a ^ a u)dx^ f YAV a f/D a f)dxdt , 

G r l Q l< fc .G \ a \^ k Q r |ot|^fc 


其中 C 仅与矩阵 A\B 及它们的导数有关. 


(5.91) 


我们对常值的 W，B 来证明这一 估计. 应用于方程组 (5.84) 并记 ti; = V a u. 

那么 


w t + ^ A j w Xj Bw = T> a f, 


第 5 章双曲型方程与双曲型方程组 


并且由对 w 的能量不等式 （5.89) 得 


{ V a u , V a u)dx < Ci 


J { V Q u , V a u)dx + J { V a f , V Q f)dxdt 


对 H 从 0 到 A : 求和，就得所求估计. 

5.7.4 常系数方程组柯西问题解的存在性 


数: 


现在考虑在带状区域 Q T = {0^ t ^ T 1 xeR n ] 中的方程组 （5.84), 它具有常系 


U t + Yl AjUx i + 


其中 A , S 是具有常值元素的矩阵, W 是对称矩阵，而 S 满足条件 ( n , n ). 
现在来求具有初始条件 

^| e=o = ^ p ( x ) } S x (5.92) 

的柯西问题的解. 

以下我们研究两个问题： 

I ) C ( u ) = 0, ix | t=o =咖). 

II ) C ( u ) = /, u|«=o = 0. 

这两个问题的解之和就给出一般问题 （5.84) 、 （5.92) 的解.首先考虑/三0的情 
形.①假设对所有的 t 存在解 u ( t y x )€ S x . 在这种情况下在等式 (5.84) 两端对 re 应 
用傅里叶变换： 

公 ( K ) = / e ~^ x , ^ u ( t y x ) dx . 


此时柯西问题（5.84)、 (5.92) 具有形状： 


ut -f iA^jU + Bu = 0, 


(5.93) 


《0，《）= 6(0. 


(5.94) 


我们得到带有参数6,…上的一阶线性常微分方程组.对这个方程组，柯西问题有 
解.于是在 Q t 内存在 ti ( t ，0 ——方程组 （5.93) 带有初始条件 (5.94) 的解.考虑积 
分 

• u(t,x) = (2nr n J e^u(t, 帆 (5.95) 


①说了这句话后，在本段（即 5.7.4) 内凡说到柯西问题（5.84)、 （5.92) 时，实际上就是指问题 I ). 
一译者注 
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命题13积分 （5.95) 给出的具有常系数的方程组 (5.84) 及初始条件 （5.92) 的 
柯西问题 I )的解. ' 

我们来推出对 \ u ( t ，0\ 的估计.为此，写出 (5-93) 的复 共轭： 

n 

iAj ^ + = (5.96) 

j=i 

将 （5.93) 式乘以向量 l 而将 (5.96) 乘以 A , 然后将两式相加,并考虑到 

U t u + UtU = |6|?, {iA j ^jU y u) = (ti, iA^ju), 

得到 

N ? + ( Bu , 5) + ( Bfi , u ) = 0. (5.97) 

在这里表达式 （ BiU ) 与 ( B ^ u ) 是关于与5的双线性形式.所以从 (5.97) 式得 
出估计问？彡 Af •问 2 .记 V = H 2 . 那么有％彡 Af V . 将最后这个不等式乘以 
得到 

j t ( e ~ Mt v ) ^ 0. 

对上述不等式关于 f 从0到 f 求积分得到 e - Mt v ( t ) - 1 ;( 0 ) ^ 0. 由此冲）< e Mt v {0). 
这表明 

l *( t ，0| 2 ^ e ^(|^(0| 2 ) Vte ^ T ]. (5.98) 

,现在估计函数 （5.95) 的髙阶导数.我们证明， 

uMeS V «€[0, T ], 

即对于任意多项式 P (0 与任意 a 


\ P (0^\ ^ Mp, a = 常数. （5.99) 

将 (5.98) 式乘以任意多项式,并考虑到 ^ peS , 得到当 a = 0时 (5.99) 式的估计.现 
在应注意，常微分方程组可以对参数《求微分（因为解光滑地依赖于参数).我们得 
到对于所有的 p % =%， w 彡 A /， 以及 Vq ( o,o = 的类似方程组（仅仅是 B 

有改变).所以 

E 1〜1 <c M y, 

\ a \^M 

由此得出对 H > 0的 （5.99) 式. 

这样一来,积分 

u(t,x) = (27rr n J e ㈣) 
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收敛并确定某个函数 U ( t , x ) G S . 现在来验证 u ( t , x ) 给出问题 I )的解.我们看出，由 
于积分的一致收敛性 


V a u ( t lX ) = (27 T)- n J 


函数 u { t , x ) 也可在积分号下对 f 取微分，因为由 (5.96) 式知 u t ( t ，0 可通过6连同 
依赖于&的系数线性表出.把 u ( t t x ) 代人方程组 I ),便得出是 I )的解. 

为了构造索伯列夫空间中的 的解 uGH 、 首先得出上面所构造的解 u [ t , x ) G 
S 的一致估计.由帕塞瓦尔等式，根据不等式 (5.99) 得出 


\ u ( t , x)\ 2 dx ‘C j \ ip \ 2 dx . 


其次, 


=(<0 a *(0 及 (5.98) 式得 


m a \ 2 Ho \ 2 < i ( 贫 n 2 i 列 oi 2 , 


由此,从帕塞瓦尔等式同样可得 


E \ v >\ 2dx (c f iwvf 办 . 


(5.100) 


lal^M 


n | a|^M 


现在，如果 p € // m ， 我们来解问题 i ). 在空间 / y m 中引入范数 

IK = / E P 、 l 2 血 . 

Rn \a\^M 

如果 p e / f m , 那么这意味着在 i / m 范数下存在序列 y ^ 且对任意 A ： = 

1,2,...,^ e S . 对初始条件 u | t=0 = < P k ，/ C = 1,2,..., 我们已构造了柯西问题 
(5.84). (5.92) 的解 u k ( t y x ). 我们现在证明 

引理12柯西问题（5.84)、 (5.92) 的解 u fc ( u fc (0, x ) =铲）当 /b — oo 时在 // m 
的范数下对£ 一致地趋于 u . 极限函数 u 是具有初始函軚 if 的问题 I )的解. 

序列#在 i / m 中是基本列.因此 

[ X ] | PV -^ Vl ^ = ll ^--^11^-0, 当 — oo . 

Rn lal^M 

由不等式 (5.100) 推出 

f J 2 | P Q u fc - V a u l \dx f 

^ \ ^ \ ^ \ £ V a I ^ rn ^ 


KM 


|a|<Af 
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或对任意亡 

这表明序列 W 在中是基本列，同时是关于〖一致收敛的.应用嵌入 定理： 如果 
H a + r 且 2 r > n ， 那么 u e C *( IR n ). 此外，如果序列 u m 在 H s + r 收敛，那么它在 
C s ( R n ) 收敛.这就证明了 

ll^llc- ^ M\\u\\ HaJrr . 

设想 m = s + r ， 假设 s 彡0及 2 r > n . 那么 

II 沪一 u l \\ c . ^ C\\u k - u l \\ m < C\\<p k - tp l \\ m . 

这意味着 W u 对 a : 及 t 一致地成立，并且连同它的直到 s 阶的所有对 a : 的导数 
在内也成立.函数 u k ( t } x ) 及它的直到 s 阶在内的对 z 的导数对 t 及 a : —致收敛, 
但 W (<，: r ) 对£的导数可由方程组 I )及其对 f 与对 a : 的微分所得方程组表示出来. 
所以 u k ( x , t ) 的直到 s 阶的对 f 及: c 的任何阶导数在 R n +1 中当 A : — oo 时一致收 
敛. 在方程组 I )中令 A — oo 而取极限， 得到： 极限函数 uGC -,0 1,是方程组 I ) 
带初始条件 u | e =0 = 的解.为了使 s 彡1,需要取[|]+2. 

例考虑波动方程 


u tt - Au = 0, Au = ^2u XjXj . 


柯西问题 


Utt — Atx = 0, 

u \t=o = ^o,tit| t= o = (pi 


(5.101) 


可化为对于一阶常系数对称方程组的柯西问题.考虑分量为 AT = n + 2 的向量函数 
{ u , u u u Xvy , u Xn ). 把它重新表为 (^ u 0 ^ 1 ,-.. , tx n ) 的 形式. 柯西问题 （5.101) 的解 
显然满足方程组 

I u t —u° = 0 , ■ 

u t - = °» (5.102) 

u t - ^xj = 0, j = 1, ••- ,n 


及初始条件 


u lt=o = fo, 
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于是，波动方程柯西问题的解是对称方程组柯西问题的解.反之，设存在 （5.102) 带 
有上述初始条件的解 ti . 我们证明 u 是波动方程带有初始条件的波动方程 （5.101) 的 
解.为此，需要证明 

u 3 = u Xjl j = !,••• , n . 

方程组 (5.102) 的后 n 个方程可改写为如下 形状： 

d 

— { u ] - u Xj ) = 0 ， Jf = 1，…， n . 

因此 , W - 与 f 无关.但当 f = 0 时有^ 意味着这对任何 f 都成立. 

5.7.5 杜阿梅尔原理 

现在考虑具有常系数的方程组之问题 II ): . 

{ Ut + X^ Ajxix i 十 Bu = /(t ， X )， 

u \t^o = o. . 

这个问题的解可借助杜阿梅尔积分得到.为此考虑如下形状的问题 I )的解 v ( t lXy r ): 

{ u t 4- ^ A ? u Xj + Bu = 0, 

i=i • 

^|t=r = /(r, x). 

假设 

I - /€ C -( Q ), 

2- / € 5 X 对任意的 f 成立，同时常数与 《 无关.在这里 Q = {0^^ T ; x € R n }. 
我们证明， v { t ^ r ) 是 t 与 a : 的无穷次可微函数.考虑杜阿梅尔积分 

ii ( t , x ) = / v { t } x y r ) dr . 

Jo 

我们来证明这个积分给出问题 II ) 的解. 

容易看出吣 = q = 0. 其次，由 v [ t ^ r ) 借助于傅里叶积分的表达式,考虑到函数 
的性质，可得出结论 •• t ；( M ， T )， t ; t ( H T ) 及 v Xj { t , Xi r ) 连续依赖于其次我 

们有 

t 

~^dr + v ( t , x ， t ). 
o 

因为 u ( T , rc ， r ) = /( r , x ), 那么 

t t 

= f gdT + f(t ， x) ， u Xj (t, x) = A ^-dr. 
o o j 



因此， 


n #. n 

A j u Xj + Bu = (vt + Y ] A3v ^i + Bv)dr 4 - f ( t , x ) = /(t,x), 
j=i n i=i 


因为 


扒 + ^2 A j v Xj + Bw = 0. 


习题 5 证明：所得问题 II) 的解是关于 a: 和 t 无穷次可微的函数.如果 
仅有对 t 的有限次导数，问题II)的解具有怎样的光滑性？ 

习题6证明：对于任何具有常系数的二阶双曲型方程，其柯西问题可化为对于 
一阶对称方程组的柯西问题. 

5.8 柯西问题的广义解 


考虑对常系数方程组 


L ( u ) = u t + ^ A j u Xj + Bu = 0, 


(5.103) 


具有初始条件 

^l«=o = ^ Po ( x)y (po e L 2 ( R n ) 

的柯西 问题. 先前我们已构造了当 (po e S 时， 这个柯西问题的解 u { t , x ). 现在定义 
(5.103) 的柯西问题的 弱解. 为此引人这个解满足的积分恒等式.设向撒函数 
连同其一阶导数在 Q = {0 < ^ T； x € R n } 连续且有界，即 C l ( Q )、 并设 
^\ t=T = 0. 将方程组乘以向量屯并在区域 Q M = {0^^ r ,| x |^ M} 上积分，得 

f ( u t + [ A ? u Xi 4- Bu , dxdt = 



( 以，中 t) + A 3 ^ Xj ) - (u ,dxdt 

i=i 

5^($, A j u ) cos(n, xj)dS + f (tx, < P)dx - f ( ip 0i ^)dx = 0. 


I x l= w 


l*l<M 


现在在这个等式中令 M — oo 取极限.显然当 Af — oo 时 


A ^ u ) cos(n, Xj)ds — ► 0, 


\x\=M 



5 章双曲型方程与双曲型方程组 


因为 u e S 对 t 是一致的，而少在 Q 有界.所以得到积分恒 等式: 


(u ， 少 t) + - (u ， B* 少） dxdt+ I (ipQ^)dx = 0. 



这个积分恒等式可以作为 （5.103) 的柯西问题广义解定义的根据. 

定义12向量函数 ti e L 2 ( Q ) 称为 (5.103) 的柯西问題的广义解，如果对于满 
足下述条件的任意向量函数 

1. ^eC l (Q)^^ t ^ Xj eL 2 (Q )； 

2. 外 =t = 0, $| e=o € L 2{ Q ), 

成立 等式： 



或者 


(u, ^ t ) + A 3 ^ Xj ) - (u, B m <^) dxdt^ f ((fi 0 ^)dx = 0, 


J (ti, L*($))didt + J (ip 0 ^)dx = 0, 


其中 L *($) = % + E - 

j=i 

命题 14 对于任意初始向量函数仰 € i / 0 存在 （5.103) 的柯西问题的唯一的广 
义解. 

，习题 7 证明： 如果柯西问题的广义解有对£及对 rr 的连续导数，满足初始条 
件 u \ t=0 = ^0,那么 u ( t iX ) 在通常的意义下满足方程组 (5.103). 

我们在条件仰 G i / 0 之下来证明问题 (5.103) 的广义解的存在性.用函数 ^€S 
这样来逼近 Mx ) € H 0 :使得当 fc — oo 时 y > g ( x ) 仰⑷•设 u k ( t y x ) 是对应的柯 
西问题 

L ( u k ) = 0, Tx ” t=0 = 4 

的解.显然也是这个柯西问题的广义解.应用先前证明过的能量估计 


u 2 dxdt《C jfp 2 dx r 


对于解之差得到 


|u fc, -u k ^\ 2 dxdt (C J)* -命 Idx. 




由此推岀 是 i / Q 中的基本序列，因此当 A : — oo 时在 L 2 ( Q ) 范数下 u k ( t , x ) 
u ( t , x ). 因为对 W 成立积分恒等式 


J ( u k 1 L ^ Q )) dxdt + J (^,$)dx = 0, 


那么令 — oo 取极限，得到 


(tx ， L •( 少 ))dxcft+ / ((p 0 ,^)dx = 0, 


即 u { t , x ) 是柯西问题的广义解.于是存在定理得证. 

为了证明唯一性应用霍姆格伦 （ Holmgren ) 原理•设 Ui , w 2 G I / 2 ( Q ) 是 (5.103) 
的柯西问题的广 义解. 那么对任意具有前述性质的向量函数宄# = w - u 2 满足积 
分恒等式 

J ((p^L m (^))dxdt = 0 . 

Q 

设在 Q 内上述向 fi 函数少是下述柯西问题 的解： 

n 

//($) = + ^ A ^ Xj - B *$ = F , $| t=T = 0, 其中 F e CS °( Q ). 

i=i 

正如上面所证明的，这个问题满足所要求条件的解是存在的.把 $ 代入上述积分恒 
等式.由此,对任意 F € C §°( Q ) 有 

f (^> F)dxdt = 0, 


但这意味着在 Q 内几乎处处有^ = 0,即在 Q 内几乎处处有 Wl = u 2 . 这就是所要 
证明的. • □ 

附注21在构造一阶方程组柯西问题的解的时候，我们本质上是应用了这样一 
个 事实： 在有限的时间间隔内，方程组的低阶项的影响不是主要的.在估计式 (5.98) 
中当《 — oo 时常数的指数增长不是偶然的.我们举所谓的电报方程的例子 

ci^u = Au-f- 2bd t u 、 X € R n , t > 0. 

对于低阶项,在 6 > 0 的不稳定的情形，这个方程有解 

n{x,t) = cos(fcx + y/\k\ 2 - 62)e w , k e R n , |*| > 6, 


当 f = 0 时是有界的，当 t — oo 时呈指数增长，而具有同样初始资料的波动方程的 
解却是有界的. 
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泛函分析、广义函数理论、函数空间理论方面的一些知识。 
作者是 M. r 彼得罗夫斯基的 学生， 在偏微分方程这个方向 
享有盛名。此书反映了莫斯科大学在这个课程上，20世纪后 
半叶至今的新 情况， 可供我国偏微分方程课教学参考 e 


本书可供综合大学和师范院校数学、物理、力学及相关专 
业的教师和学生参考,也可供工科院校应用数学系师生参考， 




■ 学科 类别： 数 学 
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